Analisi Matematica 2

Appunti delle lezioni tenute dal Prof. A. Fonda

Universita di Trieste, CdL Matematica, a.a. 2017/2018

1 Alcune premesse

Consideriamo, per ogni £k = 1,2,..., N, la funzione “k-esima proiezione” p; :
RY — R definita da

pr(x1, 9, ..., TN) = Ty .
Teorema. Le funzioni p; sono continue.

Dimostrazione. Consideriamo un punto o = (29, 29,...,2%) € RV e fissiamo

€ > 0. Notiamo che si ha

N

e — ] < | (a5 — 29)? = d(x, ) ,
j=1

per cui, prendendo ¢ = ¢, si ha:
d(x,x9) < = |pr(x) — pre(x0)| = |k — x2| <e.
]
Sia ora f : £ — RM dove E C R", e consideriamo le sue “componenti”,
definite da fy =pro f: E— R, con k=1,2,..., M, per cui si ha
f(x) = (fi(z), fo(x),. .., fu(x)).

Teorema. La funzione f é continua in xy se e solo se lo sono tutte le sue
componenti.

Dimostrazione. Se f ¢ continua in xg, lo sono anche le f; = p o f in quanto
composte di funzioni continue. Viceversa, supponiamo che le componenti di f
siano tutte continue in axy. Fissato ¢ > 0, per ogni k = 1,2,..., M esiste un
0r > 0 tale che

d(x,x0) < 0 = |fr(x) — fr(xo)| < €.
Posto § = min{dy,da,...,0x}, si ha

d(x, @g) <0 = d(f(@), f(@)) = | > _(fi(®) = fi(@0))> < VMe,

j=1

il che, per I'arbitrarieta di €, completa la dimostrazione. |
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Teorema. Ogni applicazione lineare ¢ : RY — RM ¢ continua.

Dimostrazione. Osserviamo che, essendo le proiezioni pj lineari, le componenti
l;, = pi o £ dell’applicazione lineare ¢ sono anch’esse lineari. Consideriamo la
base canonica (ey, es, ..., ey) di RY, con

e; =(1,0,0,...,0),
e, =(0,1,0,...,0),
éN =(0,0,0,...,1).
Ogni vettore © = (1, 29, ...,2x) € RY si pio scrivere come
T =116 + 2265 + ... +xyey = pi(x)e; +pa(z)es + ...+ py(x)ey .
Quindi, per ogni k € {1,2,..., M},

U (z) = pi(x)li(er) + pa(x)li(ez) + ... + py(x)li(en),

per cui ¢ risulta essere combinazione lineare delle proiezioni py, po, . .., py. Es-
sendo queste ultime continue, anche /;, ¢ continua. Avendo tutte le componenti
continue, ¢ & pertanto continua. ]

Sia ora f : E — RM_ oppure anche f : E\ {zg} — RM, dove z; & un
punto di accumulazione per E. Ricordiamo che, se esiste un l € RM tale che
la funzione f : E — RM definita da

f(a:)—{ f(®) sex# o,

l se x = x,

risulti continua in xg, si dice che I e il “limite di f in xy”, o anche “limite di
f(x) per x che tende a xy” e si scrive

l=lim f(x).
T—T0
Teorema. Il limite lim f(x) = I € RY esiste se e solo se esistono i li-
T—T0

miti lim fy(x) = Iy € R, per ogni k = 1,2,..., M. In tal caso, si hal =
T—T0

(I1,13, ..., Iy ). Vale quindi la formula

Jim f(z) = (lim fi(@), lim fo(z),..., lim fa(z)).

Dimostrazione. Segue direttamente dal teorema sulla continuita delle compo-
nenti di una funzione continua. [ |




2 Il differenziale di una funzione a valori
vettoriali

Sia F un sottoinsieme aperto di RY, &y un punto di £ e f : E — R una
funzione.

Definizione. Diremo che la funzione f é “differenziabile” in x se esiste una
applicazione lineare £ : RN — RM per cui si possa scrivere

f(x) = f(zo) + l(x — o) +7(x),
dove r & una funzione tale che

im &) _g.
=m0 [[@ — o |

Se f e differenziabile in x, 'applicazione lineare ¢ si chiama “differenziale” di
f in xq e si indica con il simbolo

df (xo) .

Siano f1, fa, ..., far le componenti di f, per cui

f(@) = (h(=), fol®), ..., fu(®)).

Teorema. La funzione f e differenziabile in xy se e solo se lo sono tutte le
sue componenti. In tal caso, per ogni vettore h € RN si ha

df (xo)h = (dfi(zo)h, dfz(z0)h, . .., dfr(z0)h) .

Dimostrazione. Considerando le componenti nell’equazione

f(x) = f(zo) + l(x — x0) +1(x),

possiamo scrivere

fi(®) = fi(zo) + {;(x — x0) +75(T),

con j =1,2,..., M, e sappiamo che

lim r(z) =0 limM:O perogni j=1,2,..., M,
v [l — @0l v [l — ol
da cui la tesi. m

Il teorema precedente permette di ricondurre lo studio del differenziale di
una funzione a valori vettoriali a quello delle sue componenti, che sono funzioni
a valori scalari.



E utile considerare la matrice associata all’applicazione lineare ¢ = df (x),
data da

KM(‘el) EM('GQ) Ce KM('BN)

dove ey, es, ... ey sono i vettori della base canonica di RY. Tale matrice si
chiama “matrice jacobiana” associata alla funzione f nel punto x, e si denota

con J f(xy). Ricordando che
af;

a—xk(%) = dfj(zo)er, ,
conj=1,2,....Mek=1,2,..., N, si ottiene la matrice
() S8 (o) -+ 5 (o)
Jf(xy) = g—ﬁ(wo) g—,{i(wo) "‘%(wo)

8f—M.(Cﬂ )M.(%) "' W—M:(wO)

ox1 oxo oz N

Notiamo che, nel caso M = 1, la matrice jacobiana Jf(xg) risulta essere la
matrice trasposta del gradiente V f(xy).

Studiamo ora la differenziabilita di una funzione composta.

Teorema. Se f : E — RM ¢ differenziabile in xy, E' & un aperto di RM
contenente f(F) e g : E' — RE ¢ differenziabile in f(x,), allora g o f &
differenziabile in x, e si ha

d(g o f)(xo) = dg(f(wo)) o df (o)

Dimostrazione. ! Ponendo y, = f(x), si ha

f(x) = f(zo) +df (zo)(x—20) +71(x), 9(y) = 9(Yo) +dg(yo)(Y—yo) +72(y) ,

con
lim —rl(az) =0, lim —TQ(y)

— =0.
z—wo || — | v ||y — Yol

Introduciamo la funzione Ry : B/ — R” cosi definita:

2(y)
Ry(y) = ly — ol

0 sey=1yY-

se Y 7 Yo,

IDimostrazione non svolta a lezione.



Si noti che Ry ¢ continua in y,. Allora

9(f(®)) = g(f(@0)) + dg(f(@0))[f () — f(20)] + r2(f(x))
= 9(f(0)) + dg(f(x0))[df (w0)(x — @) + 71()] + ra(f ()
9(f (o)) + [dg(f(20)) o df (zo)]( — 20) + 73(2)

dove

r3(x) = dg(f(20))(ri(e)) + ra(f(x))
= dg(f(0))(r1(x)) + | f(x) — f(0)|| Ra(f (x))
= dg(f (o)) (ri()) + [|df (o) (2 — 20) + r1 () || Ra(f () -

8

Quindi,

iz < o (55|
= ozl

+®#@“<H—wm)H|£imw>“M“@W'

Se & — X, il primo addendo tende a 0, poiché dg(f(xg)) & continua; f & con-
tinua in @ e Ry ¢ continua in Yy, = f(xo) con Rz(y,)) = 0, per cui || Ra(f(x))]|
tende a 0; df (), essendo continua, € limitata sull’insieme compatto B(0,1).
Quindi, si ha che

@l

A2 Tl — ol
Ne segue che go f e differenziabile in x con differenziale dg(f(xo)) o df (xy). m

Come noto, la matrice associata alla composizione di due applicazioni li-
neari ¢ il prodotto delle due matrici corrispondenti. Dal teorema precedente
abbiamo quindi la seguente formula per le matrici jacobiane:

J(go f)(zo) = Jg(f(z0)) - J f(20)

ossia
O(go d(go 16) 0
(gz{)l (330) T (agx]{,)l (930) aii (f(mo)) T ayg;[ (f(mO)) gill (wO) e aailv (wo)
o. o: 16) : ”.8 F: 3] : ”.8 :
8%&:{)L (CBO) T a(g;cfm)L ("BO) 8%,:(] (:130)) e 85_164( (:130)) GLHEI\;[(J:(]) o %(wo)

Ne segue la formula per le derivate parziali:

d(go f); d9; 0 Dy, o 94, 9
(szf)(fBo = 851 (f(mo))a_;:t(fvo) + 8§Q(f(:vo))a—£(mo) +ot ang(f 0))%(‘%)
M
_ 9gi of;
- k=1 9y; (o ))aﬂik( o)

dovet=1,2,...,Lek=1,2,...,N.



3 1l teorema della funzione implicita

Teorema. Siano Q C R x R un aperto, g : Q — R una funzione di classe C*
e (zo,yo) un punto di §2 per cui si abbia:

0
9(o,40) =0, a—z(xo,yo) #0.

Allora esistono un intorno aperto U di xo, un intorno aperto V di yo e una
funzione n : U — V di classe C! taliche U xV C Qe presiz € U ey €V, si
ha:
g(z,y) =0 <= y=n().

Vale inoltre la formula 9
o) = o)

a2z, n(x))
La funzione 7 risulta definita “implicitamente” dall’equazione g(x,y) = 0; il
suo grafico e I'insieme

Gr(n) ={(r,y) €U xV : g(x,y) = 0}.

Dimostrazione. Supponiamo ad esempio g—g(xo,yo) > 0. Per la proprieta di
permanenza del segno, esiste un ¢ > 0 tale che, se |[x —xo| < d e |y —yo| <0,
allora g—z(x7y) > 0. Quindi, per ogni x € [xg — d, 29 + d], la funzione g(x,-) &
strettamente crescente su [y — 0, yo + d]. Essendo g(z,yo) = 0, avremo che

9(zo,y0 — 6) <0 < g(xo,y0 +6) .

Per la permanenza del segno, esiste un ¢’ > 0 tale che, se x € [xg — &, z9 + 0],
allora

9(x,y0 — 6) <0 < g(z,y0 +0) .
Definiamo U =|xg — &', 20+ 0'[ e V =]yo — 0, yo + 0[. Quindi, per ogni x € U,
siccome g(z, ) ¢ strettamente crescente, esiste uno ed un solo y € Jyo — 9, yo+9|
per cui g(z,y) = 0; chiamo n(x) tale y. Resta cosi definita una funzione 7 :
U — V tale che, presix € U e y € V, si ha:

g(r,y) =0 <= y=n().

Per vedere che 7 ¢ continua, fissiamo ora un z € U e dimostriamo la continuita
in Z. Preso un o € U e considerata la funzione v : [0, 1] - R x R definita da

(1) = (z + Uz = 2),9(2) + t(n(z) —n(2))),

applicando il teorema di Lagrange alla funzione go-y si ha che esiste un £ €10, 1|
per cui

g(x,n(x)) — g(z,1(T)) = g—i(v(f))(iﬂ —z)+ = (7(€)(n(x) — n(z)).



Essendo g(z,n(x)) = g(z,n(x)) = 0, si ha che

Jg (
_ 2(v(¢ _
n(x) = n(z)| = |5 |z — 7|
5 (1(&
Siccome le derivate parziali di g sono continue e g—z ¢ non nulla sul compatto
U x V, si ha che |g—g(7(§))(g—g(7(§)))*l| ¢ limitato superiormente e ne segue la

continuita di n in z. Resta da vedere la derivabilita: procedendo come sopra

si ha che 5
nw) — (@) 206©)
T (1)
con v(§) appartenente al segmento che congiunge (z,7(z)) con (z,n(zx)). Se =
tende a Z, si ha che (&) tende a (Z,n(z)) e quindi

n(z) —n(@) @)

77/(5:) = lim — = T 89/~ -\
SH. %5, (7))
Ne segue che 7 ¢ di classe C! e vale la formula dell’enunciato. |

4 1l teorema della funzione implicita -
caso generale

Vediamo come si generalizza il teorema della funzione implicita. Conside-
reremo un insieme aperto 2 di R™ x RY e una funzione ¢ :  — R", di classe
C'. Quindi, g ha N componenti

g(may) = (gl(mvy)a s ,gN(:B,y)) :

Qui x = (71,...,2y) € RM ey = (y1,...,yn) € RY. Useremo la seguente
notazione per le matrici jacobiane:

9 0 d B
%(way): : : ; a—y(iﬂ,’y)z : .. :
B f)
G (@y) G (2, y) 5 (3, y) - - - 205 (, )

Teorema. Siano ! C R™ x RY un aperto, g : Q — RY una funzione di classe
C' e (zg,y,) un punto di Q per cui si abbia:

9g
g(w()ayo) :O, det Ey(wmyO) 7&0

Allora esistono un intorno aperto U di xy, un intorno aperto V di y, e una
funzionen : U — V di classe C! taliche U xV C Q e, presiz € U ey €V, si
ha:

gz, y) =0 <= y=n(z).
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Vale inoltre la formula

i) = (§hent@)) 5@ nta).

Dimostrazione. 2 Faremo la dimostrazione per induzione su N.

Nel caso N =1 e M > 2, si procede in modo del tutto analogo a quanto gia
fatto nel caso M = 1. Bastera prendere, al posto dell'intervallo [xo—d, xo+4], la
palla chiusa B(xg,d), e similmente per gli intorni aperti di @, per dimostrare
I’esistenza e la continuita della funzione 7. Resta da vedere la derivabilita:
considerato & = (71, ..., Ty ), prendiamo ora & = (T1+Ah, ..., Ty ); procedendo
come in precedenza, si ha che

(@ +h o Ea) = (@ T) 5 (1(E)
h Gl

con y(§) appartenente al segmento che congiunge (&,7n(x)) con (x,n(x)). Se
h tende a 0, si ha che y(§) tende a (Z,n(Z)) e quindi

_ _ _ _ A9 (= (=
@(5’}) — lim 77($1 -+ h,. .. ,[L‘M) — 77(271,. .. ,.’EM) _ _,Ti(m?n(w))
1 h=0 h (@, (@)
Analogamente si calcolano le derivate parziali rispetto a xs,...,x,, per cui si

vede che 1 & di classe C! e

(@, 1()).

1 dg
JU(fL’) =~ T 9g

% (z,(x)) Ox

Supponiamo ora l’enunciato valido fino a N — 1, per un certo N > 2 (e
M > 1 qualsiasi) e dimostriamo che vale anche per N. Useremo la notazione

Y, = (y1>"'7yN—1)>

per cui scriveremo y = (g, yn). Siccome

gTi(CUOa yO) T %(wm yO)

det #0,

0 ' 2]
aLy]f(wm yO) T &éj_x(wm yO)

almeno uno degli elementi dell’ultima colonna e non nullo. Possiamo sup-
porre senza perdita di generalita, eventualmente permutando le righe, che sia

995 (2, y,) # 0. Serivendo gy = (5, y%), con ) = (40, ... y% ), sarh
~ (9gN -
gN(m07y(1)7y?V> :07 ay_N(wan(l)ayg]V) 7&0

2Dimostrazione non vista a lezione.



Allora (caso unidimensionale) esistono un intorno aperto U; di (g, ¥)), un
intorno aperto Vi di 4% e una funzione 7, : Uy — Vy di classe C* tali che
Up x Viy C Q, per cui si abbia: se (,9;) € Uy e yy € Vi,

9N<337?~J173JN) =0 — yN:nl(w7@1)7

1 dgn
(ma @17 771(357 gl))) a(wv gl)

Jnl(w7g1) = 7 Ogn (3573717771(337@1))-

oyn
Possiamo supporre U; della forma U x ‘71, COH~(7 intorno aperto di g e ‘71
intorno aperto di ¢}. Definiamo la funzione ¢ : U x V; — R¥~! ponendo

¢($,@1) = (91(215, @17 771(“%@1)% s >9N71(3373~/17771(33, @1))) :
Per brevita, scriveremo
ga,..,N—1) (SC, y) - (gl(ma y): s 7gN—1(w7 y)) :
Notiamo che ¢(xg, %)) = 0 e che, essendo n;(xo, %)) = 3%,

990,..5-1)
Oyn

a9(1,...,1\/—1)

9y,
Inoltre, siccome gy (x, ¥y, m(x,y,)) = 0, per ogni (x,y,) € U, differenziando
si ha:

. 0 .
0 (0, °) = (0, o) + <wo,yo>a—gl<wo,y?>. (+)
1

Ogn 9N om 0
0= —" —
agl (w07 y()) + ayN (IBo, yO) a,gl (w07 1) (**)
Scriviamo
0 . d91..N—
_~¢(w07 ?) g(L N (a:O?y(])
0 o 1 9y, YN
det a—~(w0,y1) = Jom det ,
Y1 By_N(mO’ yo) dgn
0 a_(m(]a yO)
YN

avendo usato la notazione di matrice suddivisa a blocchi. Sostituendo le due
uguaglianze (x), (x*) e usando le proprieta dei determinanti, si ha:

0¢ o | 991,...N—1)
(20, 77) - (70,%0)
0 0
det Y1 8yN _
0 \ %@0790)
d9(,..., -1 991,...N—1) ony o | 9901...., —1
e i (%o, y0) + oy ( ,yo)ale(xoayQ ay (%0, v0)
dgn gN 0 0 \ dg
6‘3}1< 0,%0) + 9 N(ﬂfoayo)a~ (%0,77) 73@/ (z0,%0)
_ 9y 9 Om, oy 99
det (3171 (70,90) + oy ( O’yO)agl( 0,71) 8yN(x0’y0)




Abbiamo quindi

~ 0 N
(@0, i) =0,  det 22 (2o, 0) £0.
ayl

Per I'ipotesi induttiva, esistono un intorno aperto U di @, un intorno aperto
Vi di @(1) e una funzione 1, : U — V; di classe C! tali che U x V; C U x Vi, per
cui si abbia: per ogni x € U e y, € V4,
o(z,9) =0 = g =mx).
In conclusione, per ¢ € U e y = (Y, yn) € Vi X Vo, si ha:
9(1,...,N—1)(337 Y1, yN) =0
9N(337y17?JN) =0
9(1,...,N—1)(w7 Y1, yN) =0

gz, y) =0 <=

< ~
Yn = 771<£E,y1>

— ¢<w7@1> :q
Yn = 771(“%’!/1)

— Yy = m2(x)

— — =~

Yn = 771<w73~/1>
=  y=(n@),n(znx)).

Ponendo V' = V; x Vj, resta pertanto definita la funzione n : U — V:

n(®) = (n2(a), m(z,n2(2))) -

Tale funzione & di classe C, siccome lo sono sia 17, che 1. Siccome g(x, n(x)) =
0 per ogni € U, se ne deduce che che

e @n(@) + 5 @) Jn(@) =0,

da cui la formula per Jn(zx). n

5 M —superfici

Indichiamo con I un rettangolo di RM, dove 1 < M < N. Avremo quindi:
I = [al,bl] X [ag,bz] X ... X [CLM,bM] .

Definizione. Chiameremo “M —superficie” in RY una funzione ® o : I — RV
di classe C'. Se M = 1, o si dira anche “curva”; se M = 2, si dira semplice-
mente “superficie”. L’insieme o(I) é detto “supporto” della M —superficie o.
Diremo che la M —superficie o ¢ “regolare” se, per ogni w interno ad I, la
matrice jacobiana Jo(w) ha rango M.

3Le derivate parziali di o devono essere continue su tutto I e nei punti di frontiera
vanno intese, se necessario, come derivate destre o sinistre. Equivalentemente, si potrebbe
estendere o ad una funzione di classe C'! definita su un aperto contenente I.
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Consideriamo da vicino il caso N = 3. Una curva in R? ¢ una funzione
o : [a,b] = R3 o = (01,09,03). La curva & regolare se, per ogni ¢t €]a, b,
il “vettore derivata” (o “vettore velocita”) o'(t) = (o1(t),05(t),o%(t)) € non
nullo. E individuata una retta, passante per il punto o(t), avente la direzione
di o’(t); essa ¢ detta “retta tangente” alla curva nel punto o(t). Si definisce il
seguente “versore tangente”:

o't
[EZ0IN

Una superficie in R? ¢ una funzione o : [ay, by] X [as, bz] — R3. La superficie

& regolare se, per ogni (u,v) € Jar, bi[ x Jag, bo[, i vettori 22(u, v), 42 (u,v) sono

To(t) =

linearmente indipendenti. E individuato un piano, contenete il punto o(u,v),
parallelo al piano generato dai due vettori %% (u,v) e 92(u, v); esso & detto “pi-
ano tangente” alla superficie nel punto o (u, v) Si definisce il seguente “versore
normale”:

g (1, v) x 52(u, v)

155 (1, v) x G2 (u, )|

Esempi. 1. La superficie o : [0, 7] x [0, 7] — R? definita da
o(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu)
ha come supporto la semisfera

{(z,y,2) : 2> +9y* + 2> = R*,y > 0}.

Calcolando
0
a—g(u, v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, —Rsinu) ,
u
do . . .
a—(u,v) = (—Rsinusinv, Rsinucosv,0),
v

vediamo che

do

%(u,v) X 8—Z(u,v) = (sin®u cos v, sin®u sin v, sin v cos ) .

Essendo

do do
%(uav) X %(U, U)

=sinu,

si tratta di una superficie regolare, e si ha:
Vy(u,v) = (sinucosv, sinusinv, cosu) .
2. La superficie o : [0, 27] x [0, 27] — R3 definita da
o(u,v) = ((R+rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu)

dove 0 < r < R, ha come supporto 'anello toroidale o “toro”

{(z,y,2): (Va2 +y*— + z —T2}

Si puo verificare che anche in questo caso si tratta di una superficie regolare.
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3. La superficie o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, data da
o(u,v) = (ucosv,usinv,0),
ha come supporto I'insieme
{(z,y,2) :r* <2*+y* < R? 2 =0},

che e un cerchio se » = 0, una corona circolare se r > 0. Anche in questo caso
si tratta di una superficie regolare.

4. La superficie o : [r, R] x [0,27] — R3, con 0 < r < R, definita da

o (1, v) = ((”23 4 (u— HQR) cos (g)) cos v,
(TJ;R + (u— TJ;R> cos (g)) sinv,
(-5 ) an(3)).

ha come supporto un nastro di Mobius. Si puo verificare anche in questo caso
che si tratta di una superficie regolare.

6 M —parametrizzazioni locali

In questa sezione supporremo 1 < M < N. Identificando RY con RM x RN-M
ogni vettore p = (p1,...,pn) di RY si scrivera nella forma p = (p,p), con

D= 1,....,om) e D= (Pr+1,---DN).

Useremo inoltre la seguente notazione: dato p = (py,...,pum) € RM e
r >0,

B[ﬁar]:[pl_r7p1+r] X"‘X[pM_TapM—l_T]gRM-

Per semplicita, scriveremo Blr| invece di B|0,r].

Teorema. Siano §) un sottoinsieme aperto di RY, p, un punto di Q e g : Q —
RN-M una funzione di classe C*, tale che

g(xg) =0, e Jg(xy) ha rango N — M.

Allora esistono un intorno U di p, e una M —superficie regolare e iniettiva
o : B[r] = RY, per un certo r > 0, tali che 0(0) = p, e

{peU:g(p) =0} =0o(Br]).
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Dimostrazione. Supponiamo, per esempio, che sia invertibile

0, 0,
9 ap]\gjll (Po) -+ a;];, (Po)
L (py) = '
N~ 0 — ..
op Ogn— M( ) .. 9gn— M( )
Opm+1 Po apn \Po

Per il teorema della funzione implicita, esistono un intorno aperto U di Py, Un
intorno aperto U di Py € una funzione 7 : U — U tali che U x U C e, se
pE Ue pE U si ha:

9p,p)=0 <<= p=np).

Preso r > 0 tale che B[p,,r] C U, sia U = B[p,y, r]xU e o : Blr] — RY definita
da o(u) = (u + py, n(w + Py)). Si verifica che la matrice jacobiana Jo(u) ha
come sottomatrice la matrice M x M identita, per cui o ¢ regolare. Si vede
facilmente che o e iniettiva, in quanto lo ¢ la prima componente u — u + p,.
Inoltre, se p = (p,p) € U,

9,p)=0 < p=np) < (0P =0{D—D),

da cui la tesi. Nel caso in cui la sottomatrice considerata non sia invertibile,
bastera operare degli scambi nelle colonne della matrice Jg(p,) per ricondursi
alla situazione precedente. [ |

La M —superficie ¢ individuata dal teorema precedente ¢ detta “M —para-
metrizzazione locale”.

Vediamo tre casi di particolare interesse. Iniziamo con una curva in R?
(caso M =1, N =2).

Corollario 1. Siano  un sottoinsieme aperto di R?, (zg,1yo) un punto di §) e
g : Q — R una funzione di classe C*, tale che

g(xo,%0) =0 e Vg(xo,y0) #0.

Allora esistono un intorno U di (xg,yo) e una curva regolare e iniettiva o :
[—r,r] — R2, per un certo r > 0, tali che o(0) = (g, yo) €

{(z,y) €U g(r,y) =0} = o([=r,7]).

Vediamo ora il caso di una superficie in R? (caso M =2, N = 3).

Corollario 2. Siano Q un sottoinsieme aperto di R?, (x¢,yo, 20) un punto di
Qe g:Q — R una funzione di classe C*, tale che

Q(Ioayo,zo) =0 e VQ(SC(J,?/o,Zo) #0.

Allora esistono un intorno U di (zg, Yo, z0) € una superficie regolare e iniettiva
o:[—rr] X [-r,r] = R3 per un certo r > 0, tali che ¢(0,0) = (xo, Yo, 20) €

{(:E7ya 2) eU: g(I,y,Z) = O} = O-([_T’ T’] X [—T’, T]) :

Infine, vediamo il caso di una curva in R? (caso M =1, N = 3).
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Corollario 3. Siano Q un sottoinsieme aperto di R?, (x¢,yo, z0) un punto di
Qe g, g : Q— R due funzioni di classe C', tali che

91(x0,y0,20) = 92(%7%, 20) =0 e vyl(x07y0720) X VQQ(IO,?JmZo) #0.

Allora esistono un intorno U di (xo, Yo, 20) € una curva regolare e iniettiva
o :[—r,r] = R3 per un certo r > 0, tali che o(0) = (g, yo, 20) €

{(l‘,y, Z) eU: gl(ZE,y,Z) - 92(‘7:7:% Z) = 0} = U([_T7 T]) :

7 Moltiplicatori di Lagrange

Siano Q un aperto di RN, x, un punto di Q e f : Q@ — R una funzione
) 0
differenziabile in xy. Vogliamo cercare eventuali punti di massimo o di minimo
0
per la funzione ristretta a un “vincolo”, che sara descritto da un’altra funzione,
in generale a valori vettoriali.

RNfM

Teorema. Sia g: ) — una funzione di classe C* tale che

g(xg) =0, e Jg(xo) ha rango N — M.

Posto
S={xe:g(x)=0},

se &y ¢ un punto di minimo o massimo locale per f|g, allora esistono (N — M)
numeri reali A\, ..., Ay_p tali che

N-M
Vf(a)'()) = Z )\jVQj(CB()) .
j=1
I numeri Ay, ..., A\y_p si chiamano moltiplicatori di Lagrange.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, esistono un intorno U di xq, un
r > 0 e una M —superficie regolare o : B[r] — R¥ tali che 0(0) = xy e

SNU =ao(B]r]).

Considerata la funzione F : B[r] — R, definita da F(u) = f(o(u)), si ha che
0 ¢ un punto di minimo o massimo locale per F. Quindi, VF(0) = 0, per cui

0=JF(0) = Jf(x)Jo(0).
Ne segue che

do do
¢ 1 — N
V f(xo) e ortogonale a B, (0),..., s

(0).
Inoltre, essendo g(o(u)) = 0 per ogni u € BJr|, si ha che

Jg(xg)Jo(0) =0.
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Quindi anche i vettori
do do

Vgi(xg),...,Vgny_m(xo) sono tutti ortogonali a —(0),...

B, (0).

’ 8uM
Avendo supposto che Jo(0) abbia rango M,

Jo Jo

5_161(0)’ ey m(o)

lo spazio vettoriale T generato da ha dimensione M .

Quindi lo spazio ortogonale T+ ha dimesnione N — M. Siccome, come abbiamo
visto,

Vf(ﬂ?o), Vgl(illo), e VgN_M(a:O) € Tl 5
questi vettori devono essere linearmente dipendenti. Quindi, essendo i vettori
Vagi(xo), .., Vgn_n(xy) linearmente indipendenti, ne segue che V f(xq) si
puo esprimere come combinazione lineare dei Vg;(xo). [

Vediamo anche qui tre casi particolari interessanti.

Corollario 1. Siano Q un aperto di R?, (zg,y0) un punto di 2, g : @ — R
una funzione di classe C* tale che

9(@o,50) =0 e Vg(zo,40) # 0,
e [ :Q — R una funzione differenziabile in (¢, yo). Posto
S =A{(z,y) € Q:g(x,y) = 0},

se (zo,Yo) € un punto di minimo o massimo locale per f|g, allora esiste un
numero reale \ tale che

V f(w0,90) = AVg(zo, yo) -

Corollario 2. Siano Q un aperto di R3, (zg, yo, 2z0) un punto di Q, g : @ — R
una funzione di classe C* tale che

9(T0, Y0, 20) =0 e Vg(xo,Yo,20) # 0,
e [ : Q — R una funzione differenziabile in (o, Yo, z0). Posto
S={(x,y,2) € Q:g(x,y,2) =0},

se (o, Yo, 20) € un punto di minimo o massimo locale per f|g, allora esiste un
numero reale \ tale che

Vf(l'm Yo, Zo) = AV9($0,?/07 Zo) .

Corollario 3. Siano Q un aperto di R?, (g, yo, 20) un punto di €, g1, ¢ :
Q — R due funzioni di classe C' tali che

91($0,y0720) = 92(900,90, Zo) =0 e Vgl(xo,ymzo) X V92(950,Z/0720) #0,
e [ : Q — R una funzione differenziabile in (o, yo, z0). Posto
S - {($7yaz) € U : gl(I7y7 Z) = 07 92($ay72) = 0}7

se (xo, Yo, 20) € un punto di minimo o massimo locale per f|g, allora esistono
due numeri reali A\, Ay tali che

V f(20, Y0, 20) = M Vgi(zo, Yo, 20) + A2V ga(zo, Yo, 20) -
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