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1 Il grado di Brouwer

Andiamo subito al dunque.

Teorema di esistenza e unicita del grado. Esiste ed é unica una funzione
d che associa ad ogni aperto limitato Q C RY e ad ogni funzione continua
[ :Q — RY tale che 0 ¢ f(0S2) un numero reale

d(f,Q),
con le seguenti tre proprieta:
e Al (normalizzazione). Se 0 € Q, allora d(I,Q) =1; !

e A2 (additivita). Se {2y e Qy sono due sottoinsiemi aperti disgiunti di €2 tali
che 0 & F(Q\(4 U ), allora d(f,9) = d(f, ) + d(f, 0s);

e A3 (invarianza per omotopie). Se F : Q x [0,1] — RY ¢ una funzione
continua tale che 0 & F(9Q x [0,1]), allora d(F(-,\),Q) ? ¢ indipendente da
A€ 0,1].

I1 numero d(f,2) si chiama grado topologico (o semplicemente grado)
di f relativo all’insieme (). Prima di mostrare la costruzione del grado, ne
assumeremo l’esistenza e ne trarremo alcune conseguenze dirette, dalle quali
derivera I'unicita del grado stesso.

Come nell’enunciato del teorema, sara essenziale supporre che:
> Q & un aperto limitato di RV,
> f:Q — RY ¢ una funzione continua,

>0 & f(09).
Osserviamo che, prendendo 7 = Q e 2y = ), da A2 segue che

d(f,0)=0.

Inoltre, sempre da A2, con Qs = (), segue la proprieta

L Jstaa iridicare la funzione identita.
2 F(,)\): Q— RY ¢ la funzione definita da z + F(z, \), per ogni A € [0, 1].
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e P1 (excisione). Se € & un sottoinsieme aperto di §) tale che 0 & f(Q\Q),
allora d(f, Q) = d(f, ).

In particolare, prendendo 2; = ), si ha

e P2.Se 0 ¢ f(Q), allora d(f,§2) = 0.

Equivalentemente, tenendo presente che 0 ¢ f(0992),

e P2’ (esistenza). Se d(f,Q2) # 0, allora esiste un « € €2 tale che f(x) = 0.
Come conseguenza di A3, abbiamo la proprieta

e P3 (di Rouché). Se max Ilf—gll < nalgzn | fll, allora d(f,2) = d(g,).

In effetti, basta considerare la funzione continua F'(z, ) = (1—M\) f(z)+ Ag(x)
e osservare che, se z € 9Q e \ € [0, 1], allora ®

1E(z, M| = lf(x) = A(f (@) — g(@)I| = lf (2)[] = Allf(z) — g(2)]| > 0.
Quindi, 0 € F(092 x [0,1]) e, per A3,
d(f, ) = d(F(-,0),Q) = d(F(-,1),Q) = d(g,9).

In particolare, si ha

o P4. Se f =g su 0f), allora d(f,2) = d(g,<?).

( Come esempio di applicazione del grado topologico, dimostriamo il seguente —|

Teorema di Brouwer. Sia f : Br — Bpr * una funzione continua. Allora f ha un
punto fisso: esiste un x € Bg tale che f(x) = x.

Dimostrazione. Supponiamo che f non abbia punti fissi su Bg (in caso contrario
non c’¢ nulla da dimostrare). Consideriamo la funzione continua F(z,\) = © —
f(x) + Af(x) e osserviamo che, se x € 9Bg e A €]0, 1], allora

[ (@ M| = flzfl = (L= M| f(@)] = B = (1 =)k >0,

mentre, se A = 0, si ha F(x,0) # 0, per ogni « € dBg. Quindi, 0 &€ F(0Bg x [0,1])
e, per A3 e Al,

d(If s BR) = d(F(vo)aBR) = d(F(71)aBR) = d(I7 BR) =1.
Per P2', esiste un « € Bpg tale che (I — f)(x) =0, ossia f(z) = . [

Osservazione. Il teorema di Brouwer si estende facilmente al caso in cui la palla
Bp, sia sostituita con un insieme ad essa omeomorfo. In effetti, sia V un tale insieme,
f:V =V continua e h : Bg — V un omeomorfismo. Applicando il teorema, alla
funzione g = h='o foh: Bp — Bg, si trova un x € B, tale che g(z) = x. Ponendo

L y = h(x), si ha che f(y) =v. J

3Qui e nel seguito, || - || indica la norma euclidea in RV.
*Bp ¢ la palla aperta centrata in 0 di raggio R > 0 : Bg = {z € RY : ||z < R}.
Pertanto, Br = {x € RY : ||z|| < R} e 9B = {z €¢ RY : ||z|]| = R}.



Vediamo ora il caso di una funzione lineare f = A : RY — R¥. Si noti che,
se ker A # {0} e ker AN Q # O, allora anche ker AN 9Q # @, per cui il
grado d(A, Q) risulta non definito. Se invece ker A N Q = @, per P2 si ha
d(A, Q) =0.

e P5. Sia A: RN — R¥ lineare e invertibile. Se 0 € €, allora
d(A,Q) =sgn(det A).

Dimostrazione. Se un’applicazione lineare si annulla solo in 0, la proprieta
P1 ci assicura che il suo grado topologico e lo stesso per tutti gli aperti che
contengono 0. Per semplicita, prendiamo 2 = Bg, con R > 0 qualsiasi.
Supporremo noto il seguente

Lemma. Siano Ay, ..., \, gli (eventuali) autovalori reali negativi di A. Allora
RY = N @ M, dove N' e M sono sottospazi tali che:

(i) AWN) C N e AM) C M
(ii) A1, ..., A, sono i soli autovalori di A|y;
(iii) A|r non ha autovalori reali negativi.

Essendo A una applicazione lineare reale, gli autovalori complessi appaiono
a coppie del tipo A, \*, per cui si avra

sgn(det A) = (—1)™,

con m = dimN = Y% _, my, dove my,...,m, sono le molteplicita degli auto-
valori negativi Ap, ..., A,.

Se m = 0, ossia se A non ha autovalori reali negativi, consideriamo la
funzione continua F(z,\) = (1 — A\)Az + Az. ® Siccome gli autovalori delle
applicazioni lineari (1 — A)A+ A, con A € [0, 1], stanno sui segmenti nel piano
complesso che congiungono gli autovalori di A con il punto 1, essi non possono
essere nulli, per alcun A € [0, 1], e da A3 e Al segue che

d(A, BR) = d([, BR) =1= sgn(det ./4) .

Supponiamo oram > 1. Siano P : RY = N e Q=71 —-P:RY = Mle
due proiezioni associate alla decomposizione RY = N @& M. Consideriamo la
funzione continua F(z,\) = (1 — \) Az + A(—=P + Q)z, e vediamo quando si
annulla. Se A = 0, essendo A invertibile, deve essere x = 0. Se A = 1, deve
essere Pr =0 e Qr =0, ossia x = 0. Infine, se A €]0, 1], per (i) abbiamo

A

F(z,\) =0 < AP.CE:l_)\

A
Pr e AQx = —EQLE,

5Le omotopie in questa dimostrazione, per mancanza di fantasia, si denoteranno tutte

con F(x,\) o con G(z, \).



e per (i7) e (4ii) deve essere ancora Px =0 e Qu = 0, ossia © = 0. Per A3,
d(A, Bgr) = d(—=P + Q, Br) .

Considereremo ora separatamente i casi in cui m sia pari o dispari.

Supponiamo m pari. Sia B : N'— N un’applicazione lineare che non abbia
autovalori reali: ad esempio, possiamo prenderla in modo che B?> = —I : N' —
N, cosicché i suoi autovalori sono 4. Questo si puo fare scegliendo una base
ortogonale in A e la matrice m x m associata a B a blocchi sulla diagonale del

tipo ((1) _(1] ) Consideriamo la funzione continua

F(z,A) =1 =XA)(=P+ Q)x + AX(BP + Q)z,

e vediamo quando si annulla. Se A = 0, deve essere Px = 0 e Qr = 0, ossia
z =0. Se A €]0, 1], abbiamo

1—
Flz,\)=0 & BPz= A

Pxr e Qu=0,
per cui deve essere ancora Pr =0 e Qx = 0, ossia x = 0. Per A3, si ha
d(—P + Q,Bgr) =d(BP + Q, Bg) .
Consideriamo infine la funzione continua
F(z,A\)=(1—=X\(BP+ Q)x + AP+ Q)x,

e in modo analogo vediamo che, se A € [0, 1], essa si annulla solo per z = 0.
Quindi, per A3,
d(BP + Q,Bgr) = d(P + Q, Bg) .

In defiinitiva, siccome P + Q = I, per Al si ha che
d(A, BR) = d([, BR) =1= sgn(det ./4) .

Supponiamo ora m dispari. Scriviamo N = N} & Ny, con dimN; = 1, e
siano P : N = Ny e Py =1 P, : N — N, le due proiezioni associate. Si
noti che

—P+Q=-PP-—PP+ Q.
Consideriamo la funzione continua
F(xz,\) = (1 =M\ (=P + Q)x + \N~P,P + BP,P + Q)x,

dove B : Ny — N, ¢ un’applicazione lineare che non abbia autovalori reali
(vedi sopra). Vediamo quando F' si annulla. Se A = 0, deve essere Pxr =0 e
Qz =0, ossia x = 0. Se X\ €]0, 1], abbiamo

1—A

F(ZL’, )\) =0 < PPx=0, BP,Pxr= PoPr e Qx=0,



per cui deve essere anche PoPx = 0 e quindi « = 0. Pertanto, con A3 si ha
d(—P + Q,Bgr) = d(—P1P + BP,P + Q, Bg) .
Se poi consideriamo la funzione continua
F(x,A\) =1 =X (=PiP+ BP,P + Q)z + A(—P1P+ PP+ Q)z,
in modo analogo vediamo che
d(—P\P + BPyP + Q, Bg) = d(—P1P + PP + Q, Br) = d(—P1 + P2, Bg),

dove ﬁl =P,P:RY - ANje ﬁg =P,P+Q: RY — Ny® M sono le proiezioni
associate alla decomposizione RN = N @ [N, & M]. Poniamo

BhL=BrNN,, Bi=BrnNo®M).
Usando P1, ho che
d(=Py + Pa, Bg) = d(—Py + Py, By + B%) .

Definiamo ora una funzione d che associa a ogni aperto limitato U C Nj e a
ogni funzione continua g : U — N tale che 0 € g(9U) il numero reale

d(g,U) =d(go Py + Py, U+ B).

Possiamo verificare che valgono le seguenti proprieta:
Al (normalizzazione). Se 0 € U, allora d(I,U) = 1.

A2 (additivita). Se Uy e Uy sono due sottoinsiemi aperti disgiunti di U tali che
0 ¢ g(U\(Uy U Uy)), allora d(g,U) = d(g,Ur) + d(g, Us);

A3 (invarianza per omotopie). Se G : U x[0,1] — N; ¢ una funzione continua
tale che 0 € G(OU x [0, 1]), allora d(G(-, A),U) & indipendente da A € [0, 1].

Da esse seguono inoltre le analoghe delle P1— P4, che indicheremo con P1—P4.
Resta da dimostrare che

d(—Py + Py, By + B%) = d(—1,BL) = —1.

Sia N7 = {ae : a € R}, per un certo e € RY con |e|| = 1. Si noti che, per
p >0, _
B, =]~ pe, pe[={aec:a €] —p,p[}.

Definiamo in N; gli aperti

U=]—2e2e, Uy =] —2e,0], Uy =10, 2e]| .



Consideriamo la funzione continua G : U x [0, 1] — A} definita da
G(ae,\) = (1 = Ne+ A(|la] — 1)e.

Si noti che G(-,0) ¢ costante, con G(ae,0) = e # 0, per ogni a. Per P2,
si ha d(G(-,0),U) = 0. D’altra parte, se ae € OU, ossia |a| = 2, si ha che
G(ae,\) = e # 0. Per P4,

0=d(G(-,0),U) = d(G(-,1),U).
Ora, poniamo G(-,1) = h: N7 — Nj; essa ¢ definita da
h(ce) = (la| = 1)e.
Inoltre, per A2,
0=d(h,U) =d(h,Uy) +d(h,Us) = d(hy,U) + d(hs, U),

dove
hi(ae) = —(a+ 1)e, ho(ae) = (e —1)e.

Consideriamo ora le funzioni continue
Gi(ae,\) = —(a+1—Ne, Go(ae,\) = (a — 1+ Ne,
e con A3 vediamo che
d(h,U)=d(-I,U),  d(hy,U)=4d(I,U).
Quindi, per Al,
0=d(-1,U)+d(I,U)=d(-1,U) +1,

da cui

d(A, Bg) = d(—I,B},) = —1 = sgn(det A) .

Supponiamo ora che f : @ — RY sia di classe C'. Indichiamo con df(z) :
RN — RY il differenziale di f nel punto = e con J(x) la matrice jacobiana.
Diremo che y € RY ¢ un “valore regolare” per f se

v€fy) = detJy(x)#0.

In particolare, se f~1(y) = @, allora y & un valore regolare. Dimostriamo la
seguente proprieta:



e P6. Se 0 ¢ un valore regolare per f e 0 & f(0R), allora
d(f,Q2) = > sen(det Jp(z)),
zef~1(0)
e tale somma e finita.

Dimostrazione. Se f~1(0) = @, la formula segue dalla proprietd P2. Sup-
porremo quindi f~1(0) non vuoto. Per il teorema del diffeomorfismo locale,
Iinsieme f~1(0) & costituito da punti isolati e quindi, essendo contenuto in €
che e compatto, e un insieme finito:

fﬁl(O) = {IE1, T2y ouny $m} .

In ognuno degli z; ¢ centrata una palla aperta U; su cui f ¢ un diffeomorfismo.
Prendendo questi insiemi a due a due disgiunti, per A2, si ha

m

d(f,Q) => d(f.U;).

j=1

Sappiamo inoltre che, per j =1,2,...,m, essendo f(z;) =0,

f(z) =Aj(x —x;)+rj(zr), con lim G =0,
o e

dove abbiamo posto A; = df(z;). Essendo quest’ultima applicazione lineare
invertibile, esiste un ¢; > 0 tale che, per ogni h € RY,

1A ()]l = ;[ R] -

Restringendo eventualmente i raggi delle palle Uj, possiamo supporre che, per
ogni z € Uj,
73 (@) < ¢jlle — 4]
Considerando la funzione continua F; : U; x [0,1] — R definita da
Fi(z,\) =1 -\ f(z) + MN;(z — z;),
si ha
15 (2, M = (| A (2 — )] = (1= M) f () = Aj(z — )

> ¢jlle — ;|| = lry(=)]] > 0,

e quindi, per A3,
d(f,U;) = d(A;(- — 2;),Uj).

Siccome x; € I'unico punto in cui A;(- — x;) si annulla, per A2 si ha

d(A;(- — ;),U;) = d(A;(- — x;), Br) ,
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dove Bpg ¢ una palla centrata in 0 che contiene U;. Consideriamo la funzione
continua G; : B x [0,1] — RY, con
G]‘(l‘, )\) == (1 — )\)A](l‘ — l‘j) + )\AJZL‘
— Az — (L= Nzy).
Se x € 0Bgr e A € [0,1], siccome (1 — X\)z; € Bpg, si ha che v — (1 — X\)z; # 0,
per cui G;(z,A) # 0. Quindi, per A3 e la proprieta P5,
d(A]( - Ij), BR) = d(.Aj, BR) = Sgn(det .AJ) == sgn(det Jf(LUJ)) .

In conclusione,

d(f,Q) = ngn(det Jr(x5)) .

Supponiamo ora f : Q@ — RY continua. Sia ¢ : RY — R una funzione
polinomiale tale che

1 .
max | — qll < 5 min 1],
la cui esistenza ¢ assicurata dal teorema di Stone - Weierstrass (vedi Appen-

dice). Ponendo Q(x) = det J,(z), abbiamo che @(x) ¢ un polinomio in N
variabili, a valori reali. Avremo bisogno del seguente

Lemma. Se @ : RY — R ¢ una funzione polinomiale non identicamente nulla,
allora I'insieme degli zeri

7 ={x e RY : Q(z) = 0}

ha misura di Lebesgue nulla.

Dimostrazione del lemma. L’affermazione ¢ sicuramente vera se N = 1 in
quanto, in tal caso, Z e costituito da un numero finito di punti isolati. Se
N =2, scrivendo x = (x1, 23), le sezioni

Z(x1,%) ={x2 € R: Q(x1,22) = 0},

o coincidono con R, o hanno misura nulla in R (perche costituite da un numero
finito di elementi). Inoltre, sicuramente esiste un Zs per cui Q(-,Z3) non e
identicamente nullo, e pertanto, essendo un polinomio, esso ha solo un numero
finito di zeri. Ne segue che l'uguaglianza Z(xq,*) = R puo verificarsi solo per
un numero finito di z;. Quindi, quasi tutte le sezioni Z(z1,*) hanno misura
nulla in R, e per il teorema di Fubini, Z ha misura nulla in R2.

Ora si procede in modo analogo, per induzione. Supponiamo vera ’affermazio-
ne per N — 1, con N > 2. Scriviamo x = (11, 23), con 1; € R e x5 € RV L.
Le sezioni

Z(x1,%) = {29 € RN71: Q(z1, 1) = 0},
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o coincidono con R¥~!, o0 hanno misura nulla in RV~!, per ipotesi induttiva.
Inoltre, sicuramente esiste un Zy per cui Q(+,Z2) non ¢ identicamente nullo, e
pertanto ha solo un numero finito di zeri. Ne segue che 'uguaglianza Z(z1, ) =
RN=1 puo verificarsi solo per un numero finito di z;. Quindi, quasi tutte le
sezioni Z(x1,*) hanno misura nulla in RN=1 e per il teorema di Fubini, Z ha
misura nulla in RY. Il lemma & cosi dimostrato.

Considereremo ora due casi.

Caso 1. Supponiamo dapprima che () non sia identicamente nullo, per cui Z ha
misura nulla. Siccome ¢(x) € localmente lipschitziana, anche ¢(Z) ha misura
nulla. Pertanto, RY \ ¢(Z), l'insieme dei valori regolari di ¢, ¢ denso in RY.

1
Esiste pertanto un valore regolare v € RY per ¢ tale che ||v|| < 3 Hal}zn IIF1l-

Ponendo p(x) = ¢(x) — v, si ha che 0 ¢ un valore regolare per p, e inoltre
max || f — p|| < I%Si)n || f||. Per la proprieta P3 di Rouché e per la P6,
Q

d(f,Q) =d(p,Q) = > sen(det J,(z)).

zep~1(0)

Caso 2. Supponiamo ora che @) sia identicamente nullo. Questo significa che
J,(z) ha un autovalore uguale a zero, per ogni z € RY. Consideriamo allora il
polinomio ¢(z) = q(z) + ez, con € > 0. Essendo

Ji(x) = Jy(z) + I,

avremo che, se ¢ > 0 ¢ sufficientemente piccolo, J;(0) non puo avere autovalori
uguali a zero. Pertanto, ponendo Q(z) = det J;(x), abbiamo che () non ¢
identicamente nullo. Inoltre, se € e piccolo, avremo ancora

. T .
max [f — g < 5 min|[/]].
per cui ci si puo ricondurre al caso precedente.

Abbiamo quindi dimostrato che la funzione continua f si pud sempre ap-
prossimare su € con funzioni polinomiali per le quali 0 & un valore regolare.
Per tali funzioni, il grado & ben determinato da una somma finita di interi
(precisamente 1 o —1), e coincide con d(f,€2). Abbiamo pertanto dimostrato
che una funzione d che verifichi le proprieta Al, A2 e A3 & univocamente
determinata. Possiamo infine concludere con

e P7. Il valore di d(f,€2) ¢ sempre un intero.

( Possiamo facilmente caratterizzare il grado nel caso unidimensionale N = 1, qualora 1
() sia un intervallo ]a, b[. Supponendo f(a) # 0 # f(b), consideriamo

f(b) = f(a)

F(a, ) = (1= Nf(@) + A |2 —

(z—a)+ fa)] .



Siccome F'(a,\) = f(a) #0e F(b,\) = f(b) # 0, per ogni A € [0, 1], avremo che
d(f, Ja,b[) = d(F(:,0)]a, b[) = d(F(-,1)]a,b[)

et 0 se f(a)f(4) >0,
d(f,]a,b[):{ 1 se fla) <0< f(b),
L -1 se f(a) > 0> f(b). |

Dimostrata I'unicita, vediamo ora come si puo definire il grado topologico.
Ricordiamo le ipotesi:

> Q ¢ un aperto limitato di RY,

> f:Q — RY ¢ una funzione continua,

>0 ¢ £(O0).

Cominciamo con il supporre f di classe C?. In tal caso, poniamo

AL = [ cllf@)det (o) da,
dove ¢ : [0,4+00[ — R ¢ una funzione continua tale che

(i) supp(c) < |0, min ]
(i1) Jan c(llz]]) dz =1.

Qui supp(c) sta a indicare il supporto di ¢, ovvero la chiusura dell’insieme dei
punti su cui ¢ ¢ non nulla. Si noti che (i) ¢ equivalente a

PN _
(it") [3 e(ryrNtdr = “Nlil :

dove px_1 ¢ la misura (N — 1)—dimensionale della sfera unitaria in RY, se
N > 2, mentre pg = 2.

Dobbiamo verificare che quella data ¢ una buona definizione. Prendiamo
dunque una funzione ¢ con le stesse proprieta (i), (i7) di ¢, e vediamo che
I'integrale che definisce d(f,{2) resta lo stesso. Sia a = ¢ — ¢ : [0, +00[— R,
per cui

+o0
supp(a) € |0, min | 7] / a(r)rN "l dr = 0.

Definiamo, per r > 0,

A(r) = TLN/O a(s)sNds,

e poniamo A(0) = 0, cosicché A : [0, +oo[— R & una funzione di classe C' e

suppA C |0, Halgzll Il Il . Consideriamo le forme differenziali

wa(y) = a(llyll) dyr A ... A dyn
= alllyll) w1 (y),
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dove
wi(y) =dyi A ... Ndyn ,

e
N —_~
oaly) = A(lylD Y (=1 My dys Ao Ady; A Adyy
7j=1
A(llyll) o1(y)
dove
N —_~
=D (=1 'ypdy A Adyg A A dyy
j=1
Essendo
N —~
dO’l Z J 1dyj/\dy1/\/\dy]/\/\dyN:Nwl(y),
7j=1
e

rA'(r)+ NA(r) = a(r),
per ogni r > 0, si ha

do(y) = d[A (Ilyll)]/\al( ) + A(llyl)do(y)
= A'(llyl) ZII ” dyr N o1(y) + NA([lyl))w (y)

= ([l A(Nlyll) + NA([yl]) dys A ... A dyn
a(llyll) dyy A ... A dyy
= wa(y) .

Quindi,
/Q (|1 (2)]) det Jy(x) de — / E(f @)) det J5(x) dz =

:/Qa(Hf(a:)H)detJf(:c)dx:/Qf*wa:/gf*dUAI/Qd(f*UA)-

Estendiamo f *o4 a tutto RY ponendo f*ca(z) = 0se z € Q. Siccome f o4
ha supporto contenuto in €2, otteniamo una forma differenziale di classe C*.
Se Bpr € una palla contenente €2, per la formula di Stokes-Cartan,

/d(f*aA)—/ d(fxoa) = frxoa=0.
0 Br dBr

Abbiamo cosi verificato che si tratta di una buona definizione.
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Sara conveniente definire la funzione

hy) = <(llyll) -

Si noti inoltre che, con le analoghe notazioni, possiamo scrivere

d(f,Q):/Qf*wczL(hof)dflA...Adi.

Dimostriamo ora le tre proprieta Al, A2, A3 nel caso delle funzioni di classe
C?. Se 0 €9,

a1.9) = [ cllal)ds =1,
Q
per le proprieta della funzione c.

Siano ora €2 e {2y sottoinsiemi aperti di € per cui 0 ¢ f(Q\(Q; U Q).

Scegliendo una funzione ¢ tale che supp(c) C ]0, ~min || f]] [ , si ha che
O\ (21UQ2)

a(f.0) = / (@) det T (z) de
- / (|1 (@) ]) det Jy(z) de + / (|1 ()]) det Jy(z) de
=d(f, ) +d(f, Q).

Resta da dimostrare l'invarianza per omotopie. Sia F : Q x [0,1] —
RY di classe C? tale che 0 € F(9€ x [0,1]), e sia ¢ di classe C! tale che

supp(c) C }07 min || F||| . Scriveremo brevemente
80 [0,1]

d(F(-,)\),Q):/Qh(F(:L*,)\))detJF(.,,\)(x,)\)d:U:/Q(hoF)dFl/\.../\dFN.

Vogliamo dimostrare che la derivata rispetto a A di tale espressione ¢ sempre
nulla. A tal fine, abbiamo il seguente risultato di J. Mawhin:

Lemma. Si ha
O\[(ho F)dFy A ... NdFy] = d,

con

©=(hoF)Y (-1 '0\F;dFy A ... NdF; A ... NdFy .

N
J=1

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, per ogni j =1,..., N,

N N
k=1

k=1
12

N
Ox[dF}] = O [Z O Fyday, — d[O\F)).

k=1




Iniziamo il calcolo:

Orl(ho F) dFy A ... NdFy] =
= [0s(ho F)]dFy A ... NdFy + (ho F) 0\[dFy A .. AdFy],

e si ha

[Ox(h o F)]dFy A ... NdFy =
N
(0jh o F) O\F;

1

dFy N\ ... NdFy

<.
Il

(—1)"H(0;h 0 F)dF; A O\FydFy A ... NdF; A ... A dFy

WE

1

.
Il

ANONF; dFy A ... AdF; A ... A dFy

M-

(—1)7 [Xn:(akh o F)dF,

k=1

1

J

(=1)"Yd[h o F) NONF; dFy A ... ANdF; A ... NdFy

NE

<.
Il
_

N
S (10N dFy A NFy A Ny |

J=1

= d[ho F] A

mentre

(ho F) O\[dFy A ... NdFy] =

N
= (hoF)) dFy A..NO\F; A .. AdFy

j=1
N
= (hoF)Y dFy A..Nd[O\F| A ... ANdFy
j=1
N —_—
= (ho F)Y (1) ' dOsFj) ANdFy A ... NAFy A ... AdFy
j=1
N —_—
= (ho F)) (1) 'd[osF;dFy A ... AdF; A .. AdFy]
j=1
N —_—
= (hoF)d|> (=1 7'0\F;dFy A... NdFj A ... NdFy
j=1
Sommando i due termini,
N —_—
dlho F] A > (=17 '0\FjdFy A .. NdFj A ... NdFy | +
j=1

13



N
Z Y LONE; dFy A ... NdF; A ... AdFy

hoFZ 1 O\F; dFy A ... NdF; A ... AdFy

A questo punto, usando la regola di Leibniz, possiamo scrivere
OA[A(F(-2), Q)] = / O[(ho FYdF, A .. A dFy] / i,
Q Q

e w, come si vede dall’espressione data dal Lemma, ha supporto contenuto in
2 x [0,1]. Pertanto, estendendo a tutto RY ponendo @ nullo al di fuori di
2 x [0, 1], si ha che, se Bg ¢ una palla contenente {2,

Jao=[ ao=[ &=
Q Br OBRr

ossia d(F(-, \), ) ¢ indipendente da A € [0, 1].

Abbiamo cosi dimostrato che valgono le proprieta Al, A2, A3 nel caso delle
funzioni di classe C?. Vediamo ora come si definisce il grado per le funzioni
continue.

Sia f: Q — R" una funzione continua tale che 0 ¢ f(99). Sia p : Q — RV
una funzione di classe C? tale che

L
max [|f — pl| < o min [ f]],

la cui esistenza e assicurata, ad esempio, dal teorema di Stone - Weierstrass
(vedi Appendice). Abbiamo gia definito d(p, 2); poniamo allora

d(f,€) = d(p, Q).

Verifichiamo che si tratta di una buona definizione. Se p : 2 — RY ¢ anch’essa
una funzione di classe C? tale che

N
max [ f —pf| < gmin|lf]],

allora, ponendo 1 = rr(%gi)n IIf||, si ha

lp—ll < 24, winllpll > 2, mwin|fl > 2
max|lp—pll < gu, winllpll >z, min Pl > S

14



Consideriamo F : 2 x [0,1] — RY definita da
F(a,A) = (1= Mp(x) + Ap(z)

Essa ¢ di classe C? e, se x € 090,

19 ) 2 o)l = Mpte) = 5l > 50— Az = 0,

per ogni A € [0,1]. Quindi,
e pertanto la definizione data per d(f,2) e giustificata. Essa estende quella

data in precedenza per le funzioni f di classe C2.

Restano da verificare le proprieta Al, A2 e A3. Chiaramente, per Al non
ci sono problemi, essendo I di classe C?. Siano € e Q) sottoinsiemi aperti di
per cui 0 & f(Q\ (2, Uy)). Consideriamo una funzione p : Q — RY di classe
C? tale che

1 :
max [|f —pl| << _min [|f].
Q (QlUQQ)

Per definizione avremo quindi

d(f,) =d(p,), d(f,h)=d(p,1), d(f,)=d(p, ),

e ladditivita segue dunque da quella gia dimostrata per le funzioni di classe
C?. Infine, sia F : Q x [0,1] — R" continua tale che 0 ¢ F(99 x [0, 1]).
Consideriamo una G :  x [0,1] — R di classe C? tale che

1
max [[F'— G| <5 min ||F],
00x[0,1] 3 90x[0,1]

e per definizione abbiamo che

per ogni A € [0, 1]. Essendo stato dimostrato che d(G(+,\),2) & indipendente
da A € [0, 1], lo stesso varra anche per d(F (-, \), ).

La dimostrazione del Teorema di esistenza e unicita del grado € cosi completata.
|

A questo punto, sara utile richiamare le proprieta fin qui dimostrate.

15



Corollario. Sia f: Q — RY continua tale che 0 ¢ f(09). Oltre alle A1, A2
e A3, valgono le seguenti proprieta:

P1 (excisione). Se Q; & un sottoinsieme aperto di §) tale che 0 & f(Q\Qy),
allora d(f, ) = d(f, ).

P2. Se 0 ¢ f(Q2), allora d(f,§) = 0.
P2’ (esistenza). Se d(f,€2) # 0, allora esiste un x € Q) tale che f(x) = 0.
P3 (di Rouché). Se max lf—gll < n(%gi)n | f|l, allora d(f,§2) = d(g,?).

P4. Se f =g su 0, allora d(f,Q) = d(g,).

P5. Se f = A:RYN — RY ¢ lineare, invertibile e 0 € Q, allora
d(A, Q) = sgn(det A).

P6. Se f & di classe C* e 0 & un suo valore regolare, allora

d(f,Q) = Z sgn(det J¢(z)), e tale somma é finita.
z€f=1(0)
P7. Il valore di d(f,2) ¢ sempre un intero.

( Se f:Q — RY & continua e y € RN\ f(09), si pone —|

Chiaramente, d(f, Q) = d(f,,0). Vale la seguente proprieta
P8. d(f,,-) é costante sulle componenti connesse di RV \ f(9).

In effetti, ogni componente connessa di RV\ f(0) & un insieme aperto e quindi
connesso per archi. Se y; e yo appartengono alla stessa componente connessa, esiste
una curva v : [0,1] — RY, contenuta nella stessa, tale che v(0) = y; e (1) = ya.
La funzione continua F(x, ) = f(x) —~y(X) ¢ tale che F(z, \) # 0, per ogni = e ogni
A € [0,1]. Quindi

d(fvgayl) = d(F(’O)aQ) = d(F(’ 1)79) = d(va’y2)-

I ]

Faremo ora delle considerazioni che ci porteranno a una diversa interpre-
tazione del grado, nel caso in cui 0f sia sufficientemente regolare. Siano ¢y, €,
due numeri reali tali che

0<5°<€1<H§§nl|f|l’

e consideriamo una funzione B : [0, +oco[ — R, di classe C*, tale che

0 se 0 <r <gg,

5 ={ s

T ser>eq.
Sia b : [0, +00[ — R la funzione definita da

b(r)=rB'(r)+ NB(r),

16



per cui, come gia dimostrato in precedenza, dop = wy. Si vede che supp(b) C
[807 81]7 €

400 €1 €1
/ by dr :/ b(r)rN 1 dr :/ j (-NB()) dr = N B(e)) = 1.
0 €0 €0 r

La funzione ¢(z) = lﬁb(x) verifica le condizioni (i) e (ii) che le competono e
quindi, se 0f) e sufficientemente regolare,

A -

(Ilf( ) det Jy(z) dx

= ,MN1/Q d(f *op)
1

B HUN-1

L/ 1A i(—l)j1f<df1/\.../\3f/\.../\di :
—1 Joa = J J

[xop

In particolare, se N = 2, otteniamo l'indice di avvolgimento

fudfy = fodfy

WO =5 L i f2

Se 0N & parametrizzabile con una funzione 1 : [0, 27] — R? di classe C*,

1 ARE) 2 HE0) — L) EAGO)
2m Jo Fi(()? + fa(i(t))?

Scrivendo f(1(t)) in coordinate polari,
fi(t)) = p(t) cosO(t),  fa(¥(t)) = p(t)sin(t) .

sostituendo nella formula precedente otteniamo

d(f,Q) = i/7r9’(t)cizf=w.

2T 2T

dt .

d(f,Q) =

( Come esempio, abbiamo il seguente risultato, che generalizza il Teorema Fondamen- —‘
tale dell’Algebra.
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I

Teorema. Se f(z) = 2" +g(z), conn > 1 intero e g : C — C una funzione continua
tale che

lim M:O7

|z| =00 2™
allora esiste un z € C in cui f(z) = 0.
Dimostrazione. Osserviamo dapprima che il grado della funzione f (2) = 2" su una
palla Br & uguale a n. Infatti, parametrizzando dBpg con la funzione 1 (t) = Re®,
abbiamo che f(1(t)) = R"e™™, ossia, con le notazioni precedenti, §(t) = nt, per cui
6(2m) — 6(0)
2m

Vediamo ora che, per ipotesi, esiste un R > 0 tale che, se [2| > R, allora [g(2)| < [2[".
Consideriamo F : Bg x [0,1] — C definita da

F(z,A) = (1= A f(2) + Az" .
Se z € OBg, allora
[F(2,0)] > 2" = (1= N)[f(2) = 2" > [2]" = [g(2)| > 0,
per ogni A € [0, 1]. Quindi, essendo F(z,1) = 2",
d(f, Br) = d(F(-,0), B) = d(F(-,1), Bg) = d(f, Br) = n.

Per P2/, esiste un z € Bg tale che f(z) = 0. [ | |

Notiamo che lo stesso teorema di esistenza e unicita del grado si puo enun-

ciare in qualsiasi spazio vettoriale di dimensione finita. In effetti, se X e un
tale spazio, di dimensione NV, si puo considerare un’applicazione lineare inveri-
bile ¢ : X — RY che trasforma una base di X nella base canonica di R¥.
Indichiamo con dgw il grado in RY costruito sopra.

Dati che siano un aperto limitato Q C X e una funzione continua f : Q —

X tale che 0 ¢ f(09), possiamo considerare 'aperto limitato = () in RY
e la funzione continua f :  — RY definita da f = po fo ™I

/
Q — X
e L1t et
_f
O — RV

Una volta verificato che 0 ¢ f(99), si definisce

dX(faQ):dRN(f>§)'

Le proprieta A1, A2 e A3 sono di facile verifica per dy, che risulta pertanto
un grado su X.



Per quanto riguarda l'unicita, supponiamo che sia definito un grado dx
su X. Procedendo come sopra, si puo allora definire un grado su RY: se Q
¢ un un aperto limitato di RY e f:Q = RY ¢ una funzione continua tale
che 0 ¢ f(09Q), si considera I'aperto limitato Q = ¢~1(€) di X, la funzione
continua f : Q — X definita da f = ¢! o f o ¢ e si definisce

Essendo tale d un grado su RY, deve essere d = dg~. Quindi

dX(fag):dRN(f7§>'

2 Il grado di Leray - Schauder

Siano X uno spazio di Banach e €2 C X un sottoinsieme aperto. Diremo che
una funzione continua g : @ — X & completamente continua se manda
insiemi limitati in insiemi relativamente compatti; equivalentemente, se presa
una successione (x,,), limitata, la successione (g(z,)), ha una sottosuccessione
convergente.

Denotiamo con K (Q, X) l'insieme delle funzioni f : Q — X del tipo f =
I — g, con g: € — X completamente continua.

Theorem 1 (esistenza e unicita del grado) FEsiste ed ¢ unica una fu_nzz'o—
ne d che associa ad ogni aperto limitato Q C X e ad ogni funzione f € K(, X)
tale che 0 ¢ f(0Q2) un numero reale

d(f,9),

con le sequenti tre proprieta:
o Al (normalizzazione). Se 0 € Q, allora d(1,) = 1;

o A2 (addiiivz’td). Se 1 e Qg sono due sottoinsiemi aperti disgiunti di 2 tali
che 0 & f(Q\(Q UQy)), allora d(f, Q) = d(f, ) +d(f,Qs);

o A3 (invarianza per omotopie). Se F € K(Q x [0,1],X) ¢ tale che 0 ¢
F(0Q x [0,1]), allora d(F (-, X), Q) ¢ indipendente da X € [0, 1].

Inoltre, il valore di d(f,2) é sempre un intero e valgono le sequenti proprieta:

o P1 (excisione). Se Qy ¢ un sottoinsieme aperto di §) tale che 0 & f(Q\),
allora d(f,Q) = d(f,h).

o P2 (esistenza). Se d(f,Q) # 0, allora esiste un x € §2 tale che f(x) = 0.
e P3 (di Rouché). Se max lf—gll < Halsizn |fIl, allora d(f,Q2) =d(g,<?).

Contrariamente a quanto fatto per il grado di Brouwer, dimostreremo prima
I’esistenza e solo in seguito 'unicita.
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Lemma 1 Se f € K(Q, X), allora f(09) ¢ un insieme chiuso.

Dimostrazione. Sia (y,), una successione in f(9€2) tale che y, — vy in X.
Vogliamo dimostrare che y € f(92). Prendiamo (), in 02 tale che f(z,) =
Yn. Essendo f(z,) = z, — g(x,), con g completamente continua, esiste una
sottosuccessione per cui (g(z,, ), converge: si avra g(z,, ) — 2z, per un certo
z € X. Allora

Ty, = Yy, + 9(Tn,) = Yy + 2,

ey + z € 09, essendo 0f) un insieme chiuso. |
Poniamo

po=inf || ]| = dist(0, £(0%)) .

Per il Lemma 1, si ha che p > 0.

Lemma 2 Se f € K(Q, X), esiste un sottospazio Xy di X, avente dimensione
finita, ed esiste una funzione continua g; : 0 — X; tale che, ponendo f; =
I — gy, si ha

I
sup [[f — fill < 3 -
Q

Dimostrazione. Fissiamo e €10, u1/3[. Per ogni y € g(Q), consideriamo la palla
B.(y). Allora

9(@) < |JB.().

Essendo ¢(Q) relativamente compatto, esiste un sottoricoprimento finito:

9@ < | B:-(ww) -

Sia X il sottospazio generato da {y1, ..., ¥m}. Defniamo le funzioni

or(y) = max{0, € — [ly — yell},

 ory)
Vrly) = S er(y)

Definiamo ¢; : Q — X in questo modo:

Si vede facilmente che si tratta di una funzione continua, e si ha:

lg(z) —gi(@)[| <€,

per ogni = € Q. [
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Ricordiamo che nello spazio finito-dimensionale X; ¢ definito il grado, che
indicheremo con dx; .

Una volta determinate le funzioni ¢, : Q- X, e fi = I — g1, consideriamo
lg loro restrizioni all’insieme 2 N Xy: la denotiamo con ¢; : QN X; — X e
fi:Q@NX; — Xy, percuisiha fi=1-—¢.

Vediamo che 0 ¢ f1(8(QN X1)). Infatti, se € A(QN X;), allora z € 9Q e

!%@NZWWM%Wﬂ@—ﬁ@W>u—§=§u>0

Siamo ora pronti a definire il grado di f su 2: porremo

d(f,Q) = dX1(f~179le)'

Verifichiamo innanzitutto che si tratta di una buona definizione. Siano X5 un
sottospazio di dimensione finita, g5 : Q@ — Xy e fo = I — g, delle funzioni che
soddisfino, allo stesso modo del sottospazio X; e delle funzioni g, : Q> X;e
fi =1 — g1, alle condizioni del lemma, per cui

i

sup [|f — fofl < 3
Q

Denotiamo con gy : QN X, — Xo e fg - 0N X, — X, le loro restrizioni
all’insieme 2 N Xy, per cui si ha fo =1 — go. Come sopra, si vede che

. 2
redNXy) = |folx)| > §u>0,

per cui 0 € f,(9(22N X5)). Dobbiamo far vedere che
dx, (f1, QN X1) = dx, (f2, QN Xs). (1)
Consideriamo lo spazio X, generato da X; U X,. Definiamo le funzioni
QN X — Xo, G QN Xy — Xo,

definite da ¢(z) = g1(z) e go(x) = go(x), per ogni x € QN X,. Allo stesso
modo, definiamo le funzioni

fllﬁﬁX()—)Xo, fgiﬁﬂXo—)Xo,

definite da filz) = fi(x) e fo(z) = foz), per ogni x € QN X,. Pertanto, si
ha che fi =1 — g, e fo =1 — 5. Si vede come sopra che

. 2 A 2
r€d@nXo) = [A@I>3u>0 e |f2(2)] >5pn>0,
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per cui 0 ¢ f1(0(2N X)) e 0 & f2(A(Q2N Xy)). Dimostriamo allora che
dx, (f1,Q2 N Xo) = dx, (f2, 2N Xo). 2)
A tal scopo, consideriamo la funzione F : (N Xy) x [0,1] — X, definita da
F(z,A) = (1 =\ fi(z) + Ma() .
Se x € (2N X), allora

172 1 @] = ALfi) ~ B@ll > 2~ i)~ ()]
i)~ F@I = 1£(@) — B > 2= b~ =0,

L’uguaglianza (2) segue quindi dalla proprieta di invarianza per omotopie del
grado.
Vogliamo ora dimostrare che

Ay, (F1, QN X)) = dy, (/2N X)), dy,(f2, QN Xo) = dixy (f2, 210 Xo)

da cui segue immediatamente (1), vista la (2). Dimostriamo la prima, essendo
la seconda ad essa analoga. Identifichiamo X, con RY: se x € X, scriviamo
= (11,...,2y5) € RY. Identifichiamo X; con RM  ossia

Xi~{zeRY :zpy =... =2y =0}.

Ricordiamo che §;(x) € X, per ogni z € QN X,. Ragionando come nella
dimostrazione del teorema sul grado in dimensione finita, ¢ possibile trovare
una funzione polinomiale ¢, : Q N Xy — X, tale che §;(z) € X, per ogni
re€QNXye postopr =1 —G : QN Xy — Xy, si abbia che 0 & un valore
regolare per p; e max ||fi — pr|| < min || f1]|. Allora,

aNXo A(NXo)

dXo(flv an XO) = dXo (ﬁlv an XO) = Z Sgn(‘]f)l (I» :
zepy 1 (0)

Definiamo ¢; : QN X; — X tale che ¢i(x) = ¢i(x), per ogni z € QNX; e
poniamo p; =1 — ¢; : QN X; — X;. Allora

Xm(flanXl) :Xm(ﬁthXl) = Z Sgn(‘]ﬁ1(u)>'

uepy ' (0)

Siccome ¢;(x) € Xq, si ha
ﬁl(LU) = (ﬁ%(&l), . ,ﬁiw(x),xMH, . ,LCN).
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Allora

zep(0) &  (il@),.... ' (@) Tar, .o an) =0

& { (@1, o) € p1(0),
Ty =...=2ny=0.

Inoltre,

Jp, () = det

Quindi, se > € p;*(0), allora

0d;

Ty (z) = det (1— <8$j(x1,...,xM,O,...,O)>)
— det ([ — (2% (ml,...,xM)))

= Jm(ml,...,xM).

Ponendo u = (z1,...,x)), abbiamo quindi
> sen(Jp () = ) sen(Jp (u).
z€p; *(0) u€py * (0)
In conclusione,

dXo(th NXo) =dx,(p1,2N Xo) =dx, (p1,2N X;) = Xm(fl)Q NXi),

che ¢ quanto volevasi dimostrare. Abbiamo cosi verificato che la definizione
data del grado e una buona definizione.

Sono da dimostrare ora le proprieta Al, A2 e A3. Vediamo Al: se 0 € (),
allora 0 € QN X, e quindi
d(1,Q) =dx,(I,QN X;)=1.

Vediamo A2: siano (}; e )y due sottoinsiemi aperti disgiunti di € tali che
0¢ f(Q\(2;UQy)), Usando il Lemma 2, possiamo prendere il sottospazio X
per definire tutti e tre i gradi

d(f7 Q) = Xm(.flJQ le)a
d(f, ) = dXI(]ith NXiy),
d(f,$) = dx, (f1,Q22 N X1).
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Essendo €27 N X5 e 25 N Xy aperti disgiunti di 2 N X7, si ha

d(£,9) = dx, (f,2N0 X)) )
= dx, (f1, 2 N X1) +dx, (f1, 2N X))
= d(faﬂl) + d(f7 Q2> :

Infine, vediamo A3: sia F € K(Q2 x [0,1], X) tale che 0 ¢ F(9Q x [0,1)).
Per i Lemma 2 si puo trovare un sottospazio X; ed una funzione continua
G1:Q x [0,1] — X tale che, ponendo F} = I — Gy, risulta

1
sup |[F' — Fi|| < gdist(O,F((?Q x [0,1])) .
Q

Definendo F : (2N X;) x [0,1] = X3, la restrzione di Fy, si ha
A(F(-,N),Q) = dx, (F1(-, \), QN X,).
Siccome 0 ¢ Fy(0(QN X, x [0,1]), il grado ¢ indipendente da A € [0, 1].

Le proprieta P1 - P3 seguono facilmente dalle A1 - A3, come gia visto nel
caso finito-dimensionale.

Veniamo ora alla dimostrazione dell'unicita del grado. Indichiamo con dy il
grado sopra definito. Supponiamo che sia definito un grado d, e dimostriamo
che deve essere d = dx. Sia © un aperto limitato di X e f € K(Q,X).
Procedendo come sopra, per ogni € > 0 troviamo un sottospazio di dimensione
finita X, e una funzione continua ¢; : Q — X; tale che, ponendo f; = I — gy,
si ha

Sup If = fll <e.

Sia K;3(Q, X) linsieme delle funzioni f : @ — X del tipo f = I — g, con
g : Q — X continua avente immagine contenuta in un sottospazio di di-
mensione finita. Da quanto sopra, considerando la topologia della conver-
genza uniforme, K;(Q, X) ¢ denso in K(©, X). Quindi, bastera dimostrare che

d(f,Q) = dx(f,Q) per ogni f € K4(Q, X).

Sia quindi f € K;(©, X), e sia X; un sottospazio di dimensione finita che
contiene I'immagine di ¢ = [ — f. Su X; e univocamente definito un grado,
che indichiamo con dy;, .

Sia X5 un sottospazio tale che X = X; @& X5 Per ogni x € X, scriveremo
T =21+ Ty, dove 11 € Xj € 29 € Xy, Sia F : Q x [0,1] — X la funzione
definita da
Fa, A) = AMf(x) + (1 = A)[f (1) + 22

Vediamo che 0 ¢ F(092 x [0, 1]). Infatti, se F'(z, A) = 0, allora
Mz —g(x)+ (1 =N f(z1) +22=0.
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Siccome sia x1 — g(z) che f(z1) appartengono a Xj, ne segue che deve essere
ro = 0 e quindi z = 1, da cui
Az —g(x)) + (1= A)f(z) =0,
ossia f(x) = 0. Siccome 0 ¢ f(0N2), si ha che x ¢ 09.
Sia f:Q — X definita da

~

f(x) = f(z1) + 20 = v — g(21) .

Chiaramente, f € K;(9, X). Da quanto visto sopra, usando l'invarianza per
omotopie, si ha che

d(f,Q) =d(f,Q).

Fissato p > 0, sia
Bﬁz{ajeXQ x|l < p}

e sia inoltre €2; = Q2 N X;. Osserviamo che
fla)=0 = z==mz€X,.
Per la proprieta di excisione,
d(f,Q) =d(f,Q + B2).

Sia ora f; : 0 — X; definita da fl(x) = f(x). Si puo verificare che 0 ¢

F740%2;). Poniamo allora
d(fr, ) = d(f, 0 + B2,

con p > 0 arbitrario.

Si noti che ogni aperto limitato {2; di X; si puo ottenere come intersezione
dell’aperto limitato Ql+B§ di X con X7, e ogni funzione continua f; : € — X,
tale che 0 ¢ f~1(9€;) si puo ottenere come sopra, a partire da una funzione

f e Ky + B2,X) tale che 0 ¢ f~'(d( + B})), ad esempio definendo
f(x) = f(@1) + 2.

Resta pertanto definito d(fl, Q1) per ogni aperto limitato €2, di X; e ogni
funzione continua f; : Q; — X; tale che 0 &€ f~1(98). A questo punto, si

puo verificare che valgono le proprieta Al - A3, per cui d(f1,€);) definisce un
grado su X;. Ma allora, per I'unicita,

d(f1, ) = dx, (f1, ),

Ricordiamo ora che dx € stato definito ponendo
dx(f,Q) = dx, (/1,20 X1) .
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Se ne conclude che
dx(f,Q) =d(f,Q),

e la dimostrazione ¢ completa.

( Il teorema di Brouwer ha il suo corrispettivo, con dimostrazione praticamente iden- —‘
tica, che ora enunciamo.

Teorema di Schauder. Se g : X — X ¢ completamente continua ed esiste una
palla chiusa Bg tale che - -
9(Br) € Br,

allora esiste un x € Bg tale che g(z) = x. Inoltre, se g non ha punti fissi su OBg,
allora
d(I_g7BR) =1.

3 Appendice
Sul teorema di Stone—Welierstrass

In questa sezione, supponiamo che E sia uno spazio metrico compatto. In-
dichiamo con C(F) lo spazio delle funzioni continue f : E — R, dotato della
norma

[ flloe = sup{[f(w)] : v € E}.

Ricordiamo che se (f,,), ¢ una successione che ha limite in C'(E), si dice che
(fn)n converge uniformemente in E. E ben noto che C'(E) ¢ un’algebra, e che
oltre alle usuali proprieta della norma, si ha anche la seguente:

1fglloe < I Fllcllglloo -

Si puo dimostrare che, data una sottoalgebra A di C'(E), la sua chiusura A &
ancora una sottoalgebra di C'(E).

Cominciamo con l'esporre il Teorema di Dini.

Teorema. Se (f,), & una successione crescente di funzioni in C(E) e g €
C(FE) ¢ tale che lim, f,(t) = g(t), per ogni t € E, allora lim,, f, = g, uni-
formemente in E.

Dimostrazione. Per ogni ¢ > 0 e ogni fissato « € E, esiste un indice n(z) tale
che

mzn(z) = g(r) = fn(z) <

[GSRNO)

Per la continuita, esiste un intorno aperto U(z) di = tale che

wel@) = lg@—g@|<s e lfun@) = fon (@) < 3.

Wl ™
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Ne segue che, per ogni u € U(z), si ha g(u) — fu@)(u) < e. Al variare di « in
E, tali aperti U(zx) ricoprono F, ed essendo E compatto, possiamo trovare un
suo sottoricoprimento finito U(z1), ..., U(zy). Sian = max{n(xy),...,n(zg)}.
Allora, per ogni u € F, tale u appartiene a uno degli U(x;) e pertanto, se n > n,
si ha che

g(u) = fu(u) < g(u) — falu) < g(u) = fa@)(u) <e.
La dimostrazione ¢ cosi conclusa. ]

Diremo che una sottoalgebra A separa i puntidi E se, dati due punti distinti
x ey di F, esiste una funzione f in A tale che f(x) # f(y). Possiamo ora
enunciare il Teorema di Stone—Weierstrass.

Teorema. Se una sottoalgebra A di C(FE) contiene le funzioni costanti e separa
i punti di E, allora A = C(E).

Per poter dimostrare il teorema, iniziamo con il seguente risultato preli-
minare.

Lemma. FEsiste una successione (p,), di polinomi p,(t) che converge uni-
formemente alla funzione v/t nell’intervallo [0, 1].

Dimostrazione. Definiamo p,, per ricorrenza, ponendo py(t) =0, e

t— pn(t)2 '

Pn+1 (t) = DPn (t) + 9

Dimostriamo per induzione che p,(t) < V/t, per ogni t € [0,1]. La disu-
guaglianza e sicuramente vera se n = (. Supponiamo che valga per un certo
n; allora

Vit = pasa(t) = Vi —pa(t) — ! —]9271(15)2 - (ﬁ _p"(t)> (1 B \/%+2pn(t)> 7

ed essendo (vt + pa(t)) < vt < 1, si conclude che p,41(t) < V1, per ogni
t € 0,1].

Ne segue immediatamente che p,,(t) < p,1(t), per ognit € [0, 1], per cui la suc-
cessione (p,), ¢ crescente e limitata superiormente su [0, 1]. Essa ha pertanto
un limite lim,, p,(t) = v(t), con t € [0,1]. Passando al limite nell’'uguaglianza
della definizione della (py,), si ha che

ed essendo v(t) > 0, per ogni ¢ € [0, 1], si conclude che v(t) = v/t

Per il teorema di Dini, la convergenza di (p,), a v ¢ uniforme su [0, 1]. n
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Esponiamo ora la dimostrazione del Teorema di Stone—Weierstrass, che
verra suddivisa in cinque passi.

Primo passo. Se f € A, allora |f| € A.

Infatti, se (p,)n € la successione di polinomi trovata nel precedente Lemma,
consideriamo le funzioni g, : £ — R, definite da

() = ||f||oopn(|f}ﬁ£) ,

e notiamo che |f| = lim,, g,, uniformemente in E. Inoltre, siccome A contiene
le costanti, le operazioni polinomiali mantengono le funzioni nella sottoalgebra,
per cui si ha che g, € A, per ogni n.

Secondo passo. Se f,g € A, allora inf{f, g} € A e sup{f,g} € A.

Infatti, possiamo scrivere

: fH9—1f—y
e si conclude usando il primo passo.

f+g+1f—y|
2 M

sup{f, g} =

Terzo passo. Dati due punti distinti x e y di F, e dati due numeri reali a e f3,
esiste una funzione f in A tale che f(z) =ae f(y) = 5.

Per ipotesi, esiste una funzione g € A tale che g(x) # ¢(y). Siccome A
contiene le funzioni costanti, prendiamo f € A cosi definita:

g(u) — g(=)
T =ar 029 ) =gy

Quarto passo. Datie > 0, 2 € E e f € C(E), esiste una g € A tale che
g(x) = f(x), e g(u) < f(u) + ¢, per ogni u € E.

Infatti, usando il terzo passo, per ogni fissato z € E, esiste una funzione
h, € A tale che h,(x) = f(x) e h,(z) = f(2). Per la continuita, esiste quindi
un intorno aperto V' (z) di z tale che, per ogni u € V(2), si ha h,(u) < f(u)+e.
Al variare di z in FE, tali aperti V(z) ricoprono F, ed essendo E compatto,
possiamo trovare un suo sottoricoprimento finito V'(z1), ...,V (zy). Definiamo
g = inf{h.,,...,h., }. Per il secondo passo, abbiamo che g € A. Inoltre, g
verifica le condizioni richieste.

Quinto passo. Datie > 0 e f € C(E), esiste una p € A tale che f(u) — ¢ <
o(u) < f(u) + e, per ogni u € E.

Infatti, per il quarto passo, per ogni fissato x € FE esiste una funzione
9. € A tale che g.(v) = f(x) e go(u) < f(u) + ¢, per ogni u € E. Per la
continuita, esiste un intorno aperto U(z) di x tale che, per ogni u € V(z),
si ha g,(u) > f(u) —e. Al variare di = in E, tali aperti U(x) ricoprono
E, ed essendo E compatto, possiamo trovare un suo sottoricoprimento finito
U(xy),...,U(zg). Definiamo ¢ = sup{gs,,...,9z,}. Per il secondo passo,
abbiamo che ¢ € A. Inoltre, ¢ verifica le condizioni richieste. |
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Come immediata conseguenza, abbiamo il seguente

Corollario. Se E ¢ un sottoinsieme compatto di RY, ogni funzione continua
[ E— R e limite uniforme di una successione di funzioni polinomiali.

Dimostrazione. E chiaro che I’algebra dei polinomi contiene le costanti. Inoltre,

essa separa i punti: presi due punti distinti z = (z1,...,zx) ey = (y1,-..,Yn)
di £, si ha che z; # y; per almeno un indice 4, e il polinomio p(uy, ..., uy) = u;
e tale che p(x) # p(y). u
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