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Svolgere i seguenti esercizi. Le risposte vanno giustificate con brevita e
chiarezza.

1.

In un anello A (commutativo, unitario) un elemento a di dice nilpotente
se esiste un n € N, n > 0, tale che @™ = 0. Provare che ogni elemento
nilpotente ¢ anche un divisore dello zero. Sia poi A =Z/(p"), dove r € N,
r > 1 e p e un numero primo. Dire chi sono tutti gli elementi nilpotenti
di A. In questo anello ci sono elementi divisori dello zero che non sono
nilpotenti?

Sia G un gruppo finito di ordine 405. Spiegare perché G ha un solo
sottogruppo H di ordine 81. Che tipo di gruppo ¢ H?

Sia f: Qz,y] — Qdatada: f(a) =aperognia € Q, f(z) =2, f(y) =3
ed estesa nell’'unico modo possibile ad omomorfismo di anelli. Trovare il
nucleo di f. Che tipo di ideale ¢ ker f?

Sia K = Zs[z]/(2? + 1). Provare che K & un campo e trovare i suoi
elementi primitivi.

Sia f = 2° 4+ 42 + 2 € Q[z] e sia a una sua radice (in C). Sia K = QJa].
Spiegare perché K € un campo e provare che, oltre a Q e K, non ci sono
altri campi che siano sottocampo di K ed estensione di Q.



