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ESERCIZIO N. 1.

1
Per ogni n € INT si consideri la funzione f, : IR — IR definita da f,(t) = ———.
n+ (t —n)?

(4) Si calcoli il limite puntuale della successione di funzioni (f,,), e si stabilisca se la convergenza della
successione ¢ uniforme su IR.
Si ha, per ogni t € IR, |fn(t)] < % e limn_>+oo% = 0. Pertanto la successione di funzioni (f,), converge
uniformemente a 0.

+o0o
(i) Si consideri la serie di funzioni » _ fa(t)

n=1

e Si stabilisca se la serie ¢ puntualmente convergente su IR ad una funzione f.

Per ogni t fissato, la successione
per ogni t € IR.

m ¢ infinitesima di ordine 4. Pertanto la serie converge puntualmente

e Si stabilisca se la serie & uniformemente convergente su [—1, 1].

Per ogni t € [—1,1], si ha |f,(t)| < m
la serie & uniformemente convergente sull’intervallo [—1, 1] (in effetti si prova facilmente che & uniformemente
convergente su tutti gli intervalli compatti).

+oo
(idi) Si verifichi che Y _ £,(0) <

n=1

Si puo quindi applicare 'M-test di Weierstrass e si conclude che

ol o

Sia g : [1,+00o[— IR definita da g(z) = # sen—1<z<n,conneclN,n>2 Siha allora

= +oo too g 1
. z)dx < —dzx = =.
3 10) zn4 | ez [ Sae=g
Pertanto Zn 1 fa(0) < 241

Un modo alternativo & quello di osservare che la serie si pud confrontare con la serie di Mengoli:

1 1 1 1

= < = — —
fn(0) n+n* " n(l+n) n n+l

e quindi

+oo 1 1 _,
an _Zﬁ_nJrl)_'

n=1
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ESERCIZIO N. 2. Si consideri il solido

¥ 22
S:{(J:,y,z)TelR?’:xQ—&—Z—i—gSl,zzl}.
¥ 22
La frontiera di S & unione della superficie ¥ = {(x, y,2)T € R3: 2% + T + 9= 1, 2> 1} e della superficie
2
8
piana ellittica F = {(x,y,z)T eR?: 22 + yz < g 2= 1}.

(i) Si consideri il campo scalare f : S — IR definito da f(x,y,2) = 222 + 3°.
e Si verifichi che f ammette minino e massimo su S.
La funzione f € continua e definita sul compatto S. Si conclude per il teorema di Weierstrass.

e Si verifichi che f non ammette massimo su X.

Primo modo: poniamo g(z,y, z) = 2% + % + %2; se f ammette un punto di massimo (zg, yo, z0)” su X, per il
teorema del moltiplicatore di Lagrange deve esistere A € IR tale che V f(zo, yo, 20) = Ag(x0, Yo, 20). Si vede
allora che necessariamente A = 0 e il punto che si trova & (0,0,3)7, dove la funzione assume il valore 0 e
pertanto ¢ punto di minimo.

2
Secondo modo: dal vincolo si ottiene 22 = 1 — % — %-. Posto h(y,z) = 2+ %y2 — %,22, con 1l <z<3
e —2 < y < 2, si osserva che il gradiente di h non si annulla mai sul dominio, quindi eventuali punti di
estremo vanno ricercati sulla frontiera, cioe se z = 3, —2 < y < 2; in questo caso si ottiene soltanto il punto

di minimo y =0,z = 3.
e Si calcolino ming f e maxg f.

Sull'insieme E la funzione & h(z,y) = f(z,y,1) = 22? + y2. 1l gradiente di h si annulla soltanto nell’origine
(0,0)T che & punto di minimo. Il punto di massimo deve pertanto trovarsi sulla frontiera di E, cioe sull’ellisse

2 2
di equazione z2 + = %. Ricavando dal vincolo 22 = % — % si osserva che la funzione ristretta all’ellisse si
2
riconduce alla funzione h(y) = 22 + %, definita per |y| < @, e pertanto il massimo si ottiene agli estremi
dell’intervallo, quando |y| = @

In alternativa si puo usare il metodo del moltiplicatore dii Lagrange.

In ogni caso si ottiene maxg f = %. Naturalmente ming f = 0.
e Si calcolino ming f e maxg f.

Evidentemente il minimo & 0 essendo f(z,y,2z) > 0 su S e f(0,0,2z) = 0 per ogni z. Non ci sono punti di
massimo all’interno di S, perché il gradiente di f non si annulla mai in tali punti. Sappiamo che non ci sono
punti di massimo su X, pertanto il massimo su S coincide con il massimo su F.

In definitiva maxg f = %, ming f = 0.
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Continua Esercizio 2.

(i7) Si consideri il campo vettoriale g : R® — IR? definito da

g(z,y,2) = (29> + 2%, 22% + 2,22 + y*)".

e Si calcolino rotore e divergenza di ¢:

rotg = (2y — 42,2z — 4,2z — 4y)7; divg =0

e Si stabilisca se il campo g € conservativo.

No, perché non ¢ irrotazionale.

e Si calcoli I'integrale doppio [[,(22% + y?) dzdy con D = {(z,y)" € R* : 2? + % <

©Jco

b

Usando coordinate ellittiche:

V8 V32

T = ?pcosﬁ, T = Tpsenﬁ,

con 0 < p<1ede|0,2n], si ottiene

27T 1 2w
8 32 16 64 64
/0 [/0 (2§p2 cos? ¥ + jpzsen%?) gpdp}dﬁ = 871/0 (005219+Sen219+sen219) dy = o™

e Si calcoli il valore assoluto del flusso del campo g attraverso la superficie 3.

Poiché la divergenza di g € nulla, il flusso del campo uscente dal bordo del solido S € nullo. Questo flusso e
somma algebrica del flusso attraverso la superficie X e del flusso attraverso la superficie E, che sono quindi
uguali in valore assoluto. Possiamo pertanto calcolare il flusso richiesto calcolando in alternativa il flusso
attraverso F. Il versore normale di E ¢ il versore dell’asse z e la terza componente del campo ¢ ¢ esattamente
il campo f. Pertanto l'integrale che si ottiene e esattamente quello calcolato nel punto precedente:

//E<97n> do = //D(z»g? +y?) dedy = gi;m
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ESERCIZIO N. 3. Si consideri ’equazione differenziale lineare a coefficienti continui

y/ + €3x+2y — €3x+2.

() Si determinino eventuali soluzioni costanti dell’equazione.

Imponendo y'(z) = 0 per ogni z si ottiene immediatamente y = 1.

(7i) Si determini una base dello spazio delle soluzioni dell’equazione omogenea associata.

Una base ¢ 1
{ exp (— 3 exp(3z + 2)) }

(497) Si determini I'insieme delle soluzioni dell’equazione completa.

Conosciamo tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata e la soluzione particolare y = 1, pertanto
I'insieme delle soluzioni e

{rexp (- %exp(3x+2)) +1:AER),

(iv) Detta y, la soluzione dell’equazione completa che in 2z = 0 assume il valore a € IR, si calcolino

Jim (o) = Jim () =

Evidentemente per ogni € R si ha lim y,(z) = 1. Inoltre, lim y,(x) = A + 1. Poiché, imponendo la
Tr—+0o0 T——00

condizione iniziale si ottiene Aexp(—3e?) + 1 = o, si conclude
x

. Lo
EI’_IIOC Yolx) =14 (v — 1) exp(ge ).




