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Capitolo 1

LE SERIE

1.1 Introduzione storica

I matematici del seicento e del settecento si dedicarono con passione ai calcoli con
processi infiniti. Tuttavia, poiché ancora non era stato elaborato con precisione
il concetto di limite, spesso ottennero risultati discutibili, con giustificazioni
fantasiose e talvolta risibili.

Tutto questo si puo riconoscere nella trattazione delle serie. Un’attenzione
particolare ebbe all’inizio del settecento la sommazione della serie infinita

1-1+1-1+4...

Per risolvere il problema della somma di questa serie, il monaco camaldolese
Guido Grandi, nel 1703, fece ricorso alla considerazione della serie, che si dice
geometrica,

l+z+a?+28 42t +... (1.1)
1 .
e che ha come somma (ma, come vedremo, se e solo se || < 1). Sosti-
tuendo x = —1, egli ne ricavo I'uguaglianza
1
1—1+1—1+...:§. (1.2)

Sette anni piu tardi in uno scritto dedicato al “Deo veritatis, luminum patri,
scientiarum domino, geometriae praesidi” (cioe¢ al “Dio della verita, padre della
luce, signore delle scienze, presidio della geometria”), egli torno sull’argomento,
proponendo una giustificazione giuridica della conclusione, con ’esempio di due
fratelli che avevano ottenuto in eredita, con la proibizione di venderla, una
preziosissima pietra. Decisero di custodirla un anno nel museo dell’ uno, un anno
in quello dell’altro. Concludeva Grandi che, mediamente ognuno dei fratelli
aveva il possesso di meta della pietra. Partendo dalla formula precedente e



associando i temini a due a due, Grandi ottenne poi la seguente formula

0+0+0+0+...= %,
alla quale affido il compito di dare la spiegazione dell’origine del mondo.

Le deduzioni di Grandi diedero luogo ad una vivace polemica scientifica nella
quale intervennero anche Leibniz, Wolff e Varignon. Nel 1713 Leibniz espose il
suo rifiuto ad accettare la giustificazione giuridica di Grandi, ma affermo che il
risultato era assolutamente certo, anche se lo giustifico in termini probabilistici.
Se la somma dei termini della serie 1 —1+1—1+... si arresta ad un termine di
posto pari, il risultato & 0, se si arresta ad un termine di posto dispari si ottiene
1. 11 calcolo delle probabilita insegna a prendere come valore di una grandezza
che puo assumere due valori diversi, ma equiprobabili, la media degli stessi. Ora
ci sono tanti numeri pari quanti numeri dispari. Percio il valore della somma
doveva essere 21 = 1.

Alcuni anni piu tardi (1745) Eulero, appoggiandosi all’autorita di Leibniz, e
in accordo con i contemporanei Goldbach e Daniel Bernoulli, si disse convinto
che ogni serie infinita dovesse avere una somma ben determinata e che il suo
valore dovesse essere quello dell’espressione analitica della quale la serie costitui-
va lo sviluppo. Ora quest’opinione ¢ veramente fantasiosa e insostenibile, come
meglio vedremo nel seguito e come si puo apprezzare considerando la seguente
espressione:

L+z 1—a? 2,3 .5, .6_ 8
1—|—z+x2:1—x3:1_x +ax° -2+ -2+ ...

(Naturalmente, la prima uguaglianza vale se  # 1, la seconda se |z| < 1).
Sostituendo = = 1, si trova

2:1—1—&-1—1—&-...
3
cioe una somma diversa per la serie di Grandi.
“Paradossi” come questi e anche piu riposti e quindi piu pericolosi, si ripe-
terono negli anni a venire, fino a che non venne sistemata e precisata la nozione
di limite ad opera soprattutto di Bolzano, di Cauchy e di Weierstrass.

1.2 Definizioni e primi esempi

Esporremo, per cominciare, il modo piu usuale d’intendere la somma di una
serie di numeri reali. Sia dunque

(an)nent = (an:n € NT) =ay,a,a3,...,an,... (1.3)

una successione di numeri reali. Talvolta potra essere utile che la successione
abbia gli indici in N, cioe che gli indici corrano a partire dallo 0. Si noti anche
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che terremo distinta la nozione di successione, cio¢ di applicazione da N o da
NT in R, denotata da (an)nen 0 da (ay),en+ , da quella di insieme immagine
della successione, cioe dell’insieme dei valori assunti dalla successione, denotata
da {an}tnen = {an: n € N} o da {an}pen+ = {an: n € Nt}

Definizione 1.2.1. Diremo serie di termini ay, as,...,a,, ..., denotata con la
scrittura
—+oo
a1+a2+...+an+...:zan (14)
n=1

il problema di determinare se la successione delle somme parziali o ridotte

s1 = ai,

2
So = a1+a2=E ag,
k=1

n
Sn a1+a2+"'+anzzaka
k=1

(1.5)

ha limite oppure no per n che tende a +oco. Usando un linguaggio pit spic-
catamente insiemistico, si puo dire che una serie € la coppia di successioni

((an)nEI\H ) (Sn)n€N+ )

Dunque a,, si dira il termine generale della serie (1.4) ed s, sara detta la
ridotta n-esima della (1.4). Il problema da risolvere & stabilire se esiste ed
eventualmente quanto vale il

lim s,. (1.6)
n—-+4oo
Un esempio di serie convergente, che ci ¢ molto famigliare, & quello implicitamen-
te contenuto nella convenzione di scrittura decimale dei numeri reali. Quando
diciamo che il numero reale (supposto > 0 per semplicita)

& =MmM,C1C2C3...Ck ...
intendiamo dire che

C C C
amma L2

10 ' 100 Tor T

Dunque « si puo ottenere come somma di una serie infinita che naturalmente
risulta convergente, anche se non pensiamo esplicitamente ad un numero reale
scritto in forma decimale come alla somma di una serie.

Facciamo vedere, con semplici esempi, come ogni situazione possa prodursi.
Cioe che il limite della successione delle ridotte puo essere finito (ossia un numero
s € R), infinito (400, —00,00) 0 puod non esistere.



Esempio 1.2.1. Consideriamo la serie
atat+a+---+a+.... (1.7)

Evidentemente, la ridotta n-esima vale s,, = n - a. Percio, se a = 0, la serie
converge banalmente, con somma s = 0. Se a # 0, si ha che s,, — +00 se a > 0,
mentre s,, = —oo se a < 0. Nei tre casi considerati la serie risulta banalmente
convergente a 0 o divergente, rispettivamente, a +00 0 a —oo. O

Esempio 1.2.2. Consideriamo la serie
a—at+a—-+(=1)""ta+...(a#0). (1.8)

Per le ridotte di posto pari si ha so, = 0,n € NT; per quelle di posto dispari
vale s3,, 1 = a, n € NT. Dunque (8,)nen+ non ha limite per n — +oo. La serie
¢ indeterminata. O

Esempio 1.2.3. Consideriamo la serie
1-243—4+2n—-1)—2n+.... (1.9)

E facile riconoscere che sop, = —k, mentre sor_1 = k,k =1,2,3,.... Percio
il lim s,, = 0o e non si puo affermare né che il limite sia +o0o né che sia —oco. O

Abbiamo dunque dato esempi di serie convergenti, divergenti a 400, a —oco
a oo e di serie indeterminate.

Per concludere questo primo accenno alle serie, consideriamo una nozione
ulteriore

Definizione 1.2.2. Data una serie
“+oo
a1+a2+~--+an+-~-=Zan (1.10)
n=1

diremo resto n-esimo di (1.10) la serie che contiene tutti i termini da quello di
posto (n+ 1) in poi della serie data. Cioé

—+o0
an+1+an+2+“'+an+k+"':Zan+k' (1.11)
k=1

Il seguente teorema racchiude i primi fatti sulle serie

Teorema 1.2.1. Sia data la serie
—+o0
a1+a2+~~~+an+-~-zzan- (1.12)
n=1

(1) Se (1.12) é convergente, allora il termine generale a,, € infinitesimo.
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(2) Ogni resto di (1.12) ha lo stesso carattere di essa. Ossia converge se la
(1.12) converge, diverge se essa é divergente, ¢ indeterminato se la serie
di partenza lo ¢ .

(3) Sela (1.12) ¢ convergente, la somma del resto n-esimo & infinitesima.

DIMOSTRAZIONE:

(1) Osserviamo che se s,, € laridotta n-esima di (1.12) allora si ha s,, = s,—1+ay,.
Percio

(p = Sp — Sp—_1 -
Poiché sia s,, che s,,_1 hanno limite s per n che tende a +0oo, si ottiene

lim a, = lim (s, — $p—1) =s—5=0.
n— o0 n— o0

(2) Se indichiamo con 7\ la ridotta k-esima del resto n-esimo, cio r,g") =
Gn+1 + -+ ap4k, allora vale

r™ = g —

Lk = Snt+k — Sn-

Se consideriamo il limite per kK — +oo di r,in), tale limite & finito se e solo se s,
ha limite finito, € infinito se e solo se s, ha limite infinito, & indeterminato se
e solo se la successione s,,4+1 lo € . Ovviamente il limite

lim s = lim s,,.
k——+o00 ntk m—+00 m

(3) La somma del resto n-esimo di una serie convergente &

(n) _

™ = lim Ty

i lm (Sp4k — Sn) =8 — Sn,

k—4oc0

se indichiamo con s = lim,;,—; 4o Simn, la somma della serie. Poiché rn) =g — Sns
evidentemente

lim 7™ = lim (s—s,)=s—-5=0.0
n——+oo n—4oo

Si noti che il precedente teorema (1.2.1) mette in evidenza che una serie con-
vergente ha necessariamente termine generale infinitesimo e che ogni serie ha
lo stesso carattere di un suo resto qualsiasi. Percio se a, non tende a 0, non
possiamo sperare che la serie converga; se riusciamo a dimostrare che un certo
resto € convergente o divergente o indeterminato, la stessa conclusione vale per
tutta la serie.

Prima di procedere con alcuni esempi particolarmente interessanti, conviene
mettere in evidenza il seguente fatto



Teorema 1.2.2. [Aut-aut per le serie a termini positivi.] Supponiamo che la
serie

“+o0
a1+a2+...+an+...zzan (113)
n=1

abbia termini positivi (a, > 0) o almeno non negativi (a, > 0). Allora es-
sa converge o diverge. Cioé una serie a termini non negalivi non puo essere
indeterminata.

DIMOSTRAZIONE: Se a, > 0, allora la successione delle ridotte & non decrescen-
te: Sp41 = Sp +any1 > Sp. Per il teorema sul limite delle successioni monotone
essa ha limite ed ¢

lim s, =sup{s,:n € NT}.

n—-+oo

Se la successione delle ridotte & superiormente limitata sup{s, } < 4+o0o e dunque
la serie ¢ convergente. Se invece la successione delle ridotte ¢ illimitata, la serie
diverge. In ogni caso non puo essere indeterminata. O

1.3 Tre serie importanti
Consideriamo i seguenti tre tipi notevoli di serie

1.3.1 La serie geometrica

Si tratta della serie
+oo
ata-kta-k+ta k"= a kT (1.14)
n=1

La ridotta n-esima della serie geometrica ¢ data da

1—-k"

sn:a+a-k+a-k2+---+a-k"_1:a1_k .

Infatti si riconosce facilmente che (1—k)-(1+k+k*+- - -+k""1) = 1—k+k—k>+
k2 — k34 -+ k"1 — k™ =1 — k", grazie al comportamento “telescopico” della
somma, nella quale accanto ad un termine con il segno - segue immediatamente
lo stesso con il +, fatta esclusione per il primo e per 'ultimo termine. Ora, se
|k] < 1 si ha che k™ — 0 per n — 400 e dunque la serie geometrica converge
con somma

1
s=a-——.
1-k
Se k = 1, si vede direttamente che s,, = n - a e quindi la serie diverge, come
k"t —1
gia si & osservato nell’esempio (1.2.1). Se k > 1, s, = a - 1 © quindi
. . 1— (71)7171
lim s, = +00 0 —oo aseconda del segnodia. Sek=-1,s, =a- ——————

n—o0 2
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e quindi la serie ¢ indeterminata, come si € visto nell’esempio (1.2.2). Infine, se
n

k<-1,8,=a- —

diverge a co senza segno. O

1.3.2 La serie di Mengoli

E la serie di termine generale
(1.15)

1 1 1
Si vede facilmente che = —— .
n-(n+l) n n+1l
si puo utilizzare il comportamento “telescopico”

Per valutare la ridotta n-esima

1 n 1 n 1 1 1+1 1+ +1 1 1 1
Snzi —_— . . m—— —_ = —_— = e [ f— — .
1-2° 2-3 n-(n+1) 2 2 3 n n+1 n+1
1
Percio vale lim s, = lim (1— ) = 1. La serie di Mengoli converge ed
n—4o0 n——+o00 n+1

ha somma s = 1. O

1.3.3 La serie armonica

Si tratta della serie dei reciproci dei numeri naturali da 1 in poi.

1 1 1
1+=-+-+--+—4... 1.16
tog gt (1.16)
1
Mostreremo che questa serie diverge. Diciamo h, = 1+ 5 + 3 4+ -+ —1la
n
ridotta n-esima di questa serie, e consideriamo la seguente successione:
1 3
hy = 14=-==
2 + 3 5
1 1 1 1 1 1 1
h = h — — h, — — =1 — — =1 2. -
4 2+3+4> 2+4+4 +2+2 + 5
1 1 1 1 1
how = hpr+———+--4+—>14+k-1)-=+-=1+Fk =
ok 2k1+2k71+1+ +2k + ( )2+2 + 5
Qui si e tenuto conto del principio d’induzione per n > 2 e precisamente che:
1 1
(a) ha =hg2 >1+4+2- 3 (b) per lipotesi induttiva, hgr-1 > 14 (k—1) - 3 (c)
1 1 1 1
T 4+ 4 ok > o(k=1). * =73 Ora, poiché h,, > 1+n~% evidentemente

(per il teorema del confronto dei limiti) vale

lim hgn = +00.
n—-+oo
Ma (hgn) € una sottosuccessione della successione (h,,), che per il teorema
dell’aut-aut (1.2.2) non puo essere indeterminata. Se una sottosuccessione e
divergente e la successione ha limite, tutta la successione deve essere divergente:
limy, 400 hyy = +00. O



1.4 Alcune operazioni sulle serie

Vogliamo qui occuparci di alcune operazioni algebriche semplici sulle serie: la
somma di due serie e il prodotto di una costante per una serie. Altre operazioni
verranno considerate nel seguito.

Definizione 1.4.1. [Somma di due serie|. Date due serie

ap+ax+--+ap+... (1.17)
e
by +bo+ - byt (1.18)
la serie
(a1 4+b1)+ (aa+ba)+ -+ (an+bp) + ... (1.19)

si dice la serie somma di (1.17) e di (1.18).
Il seguente risultato &€ immediato, se si considerano i teoremi sui limiti

Teorema 1.4.1. Se le serie (1.17) e (1.18) sono convergenti ed hanno somma,
rispettivamente, A e B, allora la serie (1.19) é convergente ed ha somma A+ B.
Se una delle due diverge e l’altra converge o se entrambe divergono a +00 0 a
—00, allora la serie somma diverge anch’essa. Se infine una serie diverge a +00
e laltra a —oco o entrambe divergono a oo, nulla si puo dire in generale.

DIMOSTRAZIONE Se indichiamo con s, la ridotta n-esima di (1.19), con A,
quella di (1.17) e con B, quella di (1.18), allora &

Sn=1(a1+b1)+ (aa+b)+- -+ (an+by) = Ap + B,

Allora il teorema sul limite della somma ci fornisce immediatamente quanto
sopra enunciato. O
Analogamente abbiamo

Definizione 1.4.2. [Serie prodotto di una costante per una serie]. Data una
costante k # 0 e una serie

ay+ax+---+an+...,
diremo serie prodotto per k, la serie
k-ar+k-as+---+k-a,+....
E ovvio il seguente

Teorema 1.4.2. Una serie e la serie prodotto di essa per una costante k # 0
hanno lo stesso carattere.

O
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1.5 Serie a termini positivi

Ci occuperemo ora delle serie a termini positivi, per le quali possono essere
stabiliti alcuni utili criteri di convergenza. E chiaro che, quanto si dice per
le serie a termini positivi si puo estendere alle serie che hanno tutti i termini
negativi, con ovvie modifiche. Pit in generale, a quelle serie che hanno un resto
con i termini di segno costante. Gia sappiamo che le serie a termini positivi non
possono essere indeterminate (convergono o divergono) (1.2.2). Diamo ora la
seguente

Definizione 1.5.1. Date due serie

ag+ag+ - Fan+..., (1.20)

by +bs+---+b,+..., (1.21)

a termini positivi, diremo che la serie (1.20) é una maggiorante della serie
(1.21) se per ognin € N wale a,, > b,,. La (1.21) si dice anche una minorante
della (1.20).

Vale allora il seguente

Teorema 1.5.1. [Criterio del confronto - di Gauss]. Date due serie a termini
positivi come sopra, se la maggiorante converge, converge la minorante. Se
diverge la minorante, diverge anche la maggiorante.

DIMOSTRAZIONE: Diciamo A,, la ridotta n-esima della serie maggiorante
ay+ay+---+an+...,

e B,, la ridotta n-esima della serie
by +bo+---+by ...

Poiché b, < a,,Vn € NT, avremo pure B, < A,; inoltre le due successioni

(An)n € (Bn)n sono non decrescenti, essendo by, > 0 (e quindi a maggior ragione

anche a,, > 0). Ora se la maggiorante converge, il lirf A, =A=sup{d,:n¢€
n——+0o0o

N}, per il teorema sul limite delle successioni (funzioni) monoténe. La succes-
sione (By,), risulta allora maggiorata da A: B, (< A,) < A,Vn € NT. Essendo
essa stessa non decrescente & convergente e il suo limite ¢ B = sup{B,: n €
Nt} < A.

Se invece la minorante & divergente, nllgloo B, = +0o =sup{B,: n € N}, Ma

allora, a maggior ragione, lim A, =+occ. O
n—-+4oo
—+oo

Esempio 1.5.1. Si dimostri che é convergente la serie Z —-
n

n=1
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+o00 1

Sappiamo che la serie di Mengoli & convergente: Z ——— = 1. Ora non
—n(n+1)

1 1 1 1
vale — < —, pero . Cioe il primo resto della serie

<
n?2 ~ n(n+1) (n+1)2 = nn+1)
dei reciproci dei quadrati € una minorante della serie di Mengoli:

Ly
22 " 32 (n+1)2 "

¢ una minorante di

! + ! +- 1+ ! +
1-2 2-3 n-(n+1)
Per il criterio di confronto quel resto converge con somma < 1. Dunque anche
la serie considerata converge ed ha somma strettamente compresa tra 1 e 2. O

Teorema 1.5.2. [Criterio del rapporto - di D’Alembert]. Sia data una serie
con termini tutti strettamente positivi: a, > 0,Vn € NT. Se esiste 0 < k < 1
tale che

“ZH <k(<1),VneN*,

allora la serie converge.

DIMOSTRAZIONE: Dimostriamo per induzione che, se vale quanto si dice in
ipotesi, allora, per ogni n > 1 vale a, < k" ' -a;. Infatti per n = 1 la
proposizione ¢ (banalmente) vera e non si fa fatica a verificarla per n = 2.
Supponiamola vera per n e facciamo vedere che allora vale anche per n + 1.
Per ipotesi a,+1 < k- a, e, per lipotesi induttiva, a, < k1. ay. Allora
1 < k- k" '.a; = k™-ay. Ma allora la serie geometrica

ar+k-ar+-+E"ar+.. .,
& una maggiorante della serie data
ay+ag+---+an,+....

Essendo 0 < k < 1, la serie geometrica converge e dunque converge la serie data.
O

Corollario 1.5.3. Se la serie

at+ag+---+ap+...,

. \ . . Gn+41 PN
con a, > 0 per ognin, é tale che esiste lim —— =¥, la serie é convergente

n—-+oo [e7%

se L < 1; é divergente se £ > 1. Nulla si puo dire se £ = 1.
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DIMOSTRAZIONE: Si osservi che necessariamente ¢ > 0, eventualmente infinito.

Supponiamo £ finito. Dire che lim — !
n—-+oo an,

= / significa che

Ap41

Ve>03n0talecheVn>n0’ —£|<€,
an
ossia che
Ap41
Ve > 0dng tale che Vn > ng vale f —e < —— < {+¢.
Qnp

Se ¢ < 1 si puo trovare ¢ > 0 in modo che £ + ¢ = k < 1. Allora, per ogni
An+1

n > nyg, ¢ verificata la condizione < k(< 1). Dunque un resto della nostra

serie converge e quindi la serie stessa converge. Se ¢ > 1, si puo trovare € > 0
tale che £ —e¢ = k > 1. Allora per ogni m > 1 si ha apgqm > k™ - apgt1-
Dunque il termine generale della serie diverge (oppure, se si preferisce, ¢’¢ una
serie geometrica divergente che & minorante di un resto della serie data) e quindi
la serie diverge. Infine se £ = 1, puo accadere sia che la serie converga sia che
diverga. Infatti per la serie armonica, di termine generale a, = %, si sa che

= 1. Sappiamo invece che la serie di termine

2

n
¢ convergente e ancora lim —— = 1. Se poi £ = +o0
verg n~l>+oo (n+ 1)2 p + ’

si possono ripetere le considerazioni del caso ¢ > 1. O

essa diverge, e che lim
n—+oo 1 + 1

1

generale a, = 3

Teorema 1.5.4. [Criterio della radice - di Cauchy]. Supponiamo che per una
serie a termini a,, > 0 esista una costante 0 < k < 1 tale che

YneNt a,<k<l.

Allora la serie converge.

DIMOSTRAZIONE: Infatti 'ipotesi implica che Vn € Nt q, < k", con 0 <
o0

k < 1. Poiché, in questo caso, la serie geometrica Zk" converge, allora e
n=1

convergente, per il criterio del confronto, anche la serie data. O

Corollario 1.5.5. Se per una serie a termini positivi esiste il

lim a, =/,

n—-+oo

la serie é convergente se £ < 1, divergente se ¢ > 1, nulla si puo dire, in generale,
sel=1.

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo ¢ finito. L’esistenza del limite significa che

Ve > 0dng tale che Vn > ng vale £/ — e < /a,, <{l+e¢.
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Se € & scelto in modo che ¢ + ¢ = k < 1, allora, per n > ng, a, < k™. Il resto
ng-esimo della serie & maggiorato da una serie geometrica convergente e quindi
e convergente assieme alla serie stessa. Se ¢ > 1 allora, per n > ng, a, > k™
(avendo preso 1 < k = £ — g, come si ¢ visto nella dimostrazione del Corollario
precedente 1.5.3) e quindi il termine generale non puo essere infinitesimo e la
serie non puo convergere. Infine, le serie gia considerate, ’armonica e quella di
termine generale a,, = # danno esempi una di serie divergente, ’altra di serie

1 1
convergente nei quali £ = 1. Infatti lim T\L/7 =1eanche lim {/ — =1
n

n—-+o0o n—-+o0o n2
Se poi £ = 400, si possono ripetere le considerazioni del caso £ > 1. O

Esercizio 1.5.2. Usando il criterio della radice, si dimostri che converge la

+oo 2
serie Z(n - 1)",

n=1

Esercizio 1.5.3. Si dimostri che se una serie a termini positivi soddisfa il
criterio del rapporto, allora soddisfa il criterio della radice.

Osservazione 1.5.1. 57 osservi che la serie

1+1+1+1+ +1+1+
2 3 22 32 on - 3
soddisfa il criterio della radice, ma non quello del rapporto.
. . . . 1
Infatti questa serie si ottiene da una successione (an) dove ag,—1 = o e
as; 1 .3
aon = —. Percido —2tL = Z.(2)™ che tende a 400 per n — 400 (e quindi non
3" A2n, 2 2
a 2
puo essere maggiorata da una costante positiva k < 1) mentre n = (g)"
a2n—1

Ap+1
€27
mente limitata da una costante positiva k < 1 (una sottosuccessione ha limite

infinito, I’altra ha limite 0), il criterio del rapporto non si puo applicare. Invece

1 1 1 1
(02 = ()% = .

che tende a 0 per n — 4+00. Dunque, poiché la successione non € superior-

mentre (azn_1>2n{1 = (27)%1*1. Si trova, abbastan-

1 1 1 1
za facilmente, che vale = < (27)2711*1 < — < 1. Dunque {/a, < —= <1le

2 V2 V2

quindi, per il criterio della radice, la serie converge.

Esempio 1.5.4. Si dimostri che la serie

R U T T
2 2 3 3 3 4 4 4 4 7

diverge.
Bastera considerare la sottosuccessione delle ridotte di posto 1, 1+2 = 3, 14243
1
=6,...,14+2434+---4+n= %7 ..., per accorgersi che Snmin = n.
2

Questa sottosuccessione ¢ divergente e la serie € a termini positivi. Dunque ¢
essa stessa divergente.
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1.5.1 Convergenza di serie e convergenza di integrali im-
propri o generalizzati

Sia data la serie

o0

S

n=1
Definiamo come segue una funzione f : [1, +oo[— R;
f@y=a, se n<zx<n+1 . (1.22)
Abbiamo in proposito il seguente
Teorema 1.5.6. La serie
>
n=1

converge se e solo se converge l’integrale improprio o generalizzato

/1+OO f(x)dx

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo che la serie converga. Allora, come sappiamo,

lim a, = 0. La funzione f(z) & localmente integrabile, poiché su ogni intervallo
n—oo

limitato ha solo un numero finito di punti di discontinuita. Vale inoltre
b ] b
[ t@ae= [ p@ans [ g
1 1 [b]
Se indichiamo [b] = n, si trova
b 2 3 b
/ f(z)dz :/ f(x)d1:+/ f(sr:)dz:+-~~+/ f(z)dx
1 1 2 n

b
:a1+a2+~~+an_1+/ f(x)dzx
b
Ma/ f(@)dz = a,(b—n) e quindi

b
/ f@)yde=(a1+azs+ - +an-1)+tan(b—n)=s,_1+a,(b—n)
1

Poiché quando b — +oo anche la parte intera di b (n = [b]) tende a +00, $,—1
tende alla somma s, a,, tende a 0 e 0 < (b —n) < 1, si conclude che

b

,m 1 fl@)de=s
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dunque l'integrale improprio converge.
Se poi l'integrale improprio converge, in particolare si ha che esiste

n+1 +oo
lim f(z)de = lim s, = / f(z)dxdx . O
1

n—-+4oo 1 n—-+o0o

Dunque la serie converge. In ogni caso il valore della somma della serie e quello
dell’integrale generalizzato della funzione f(x) definita da (1.22), sono uguali,
quando uno dei due esiste (e quindi esiste ’altro).

Se e nota qualche caratteristica in pit della successione dei termini della serie
e di una funzione ad essa collegata, si puo affermare qualcosa in piu rispetto
a quanto sopra e, in particolare si puo dare una valutazione della somma della
serie.

Teorema 1.5.7. Sia data una funzione non decrescente sull’intervallo illimitato
[1, +o0[; supponiamo inoltre f(x) > 0 per ogni 1 < x. Allora la serie
O+ +-+fn)+...,

—+oo
e l'integrale f(x) dx hanno lo stesso carattere, cioé convergono o divergono

1
contemporaneamente.

DIMOSTRAZIONE: Osserviamo, per iniziare, che f(z) essendo monoténa ¢ inte-
grabile su ogni intervallo limitato. Dunque & localmente integrabile su [1, +o0].
Per la non crescenza di f, su ogni intervallo del tipo [k, k+1], perk =1,2,...,n—
1, vale f(k+1) < f(z) < f(k). Integrando tra k e k + 1, si trova

k+1

flh+1) < / f(@)dr < f(k)

k

Sommando questi contributi per K =1,2,...,n — 1, si trova

n—1 ik+1
1R+ 1)+ fm) < Y [ fw)de =

k=1

[ f@de < 1)+ 5@+ s )
Cioe
sn—f(1) < /1 flz)de <s,_1 . (1.23)

Quis, = f(1)+f(2)+: -+ f(n). Supponiamo ora che I'integrale sia convergente,
e quindi che che esista finito, in particolare,

lim /1nf(a:)da;:/l+oof(x)dx.

n——+o0o
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Allora, per la non decrescenza della successione (s,) e per il fatto che ¢ su-

periormente limitata da +°O f(z)dx, esiste finito il limite lirf Sp. Cioe
n—-+0oo

la serie converge. Se poi lmtegrale diverge, allora lim s,_1 = +0o e dun-
n—-+oo

que anche la serie diverge. Si noti che, per le due disuguaglianze (1.23), nel
. N 400
caso della convergenza, la somma della serie s & compresa tra [, f(z)dz e

L f@) d + f(1):

+oo +o00
/1 f(x)dfﬁsﬁ/l fz)dx+ f(1).
O

Esempio 1.5.5. Si studi la convergenza della serie armonica generalizzata

11 1
1+ —+— — 4. 1.24
tog gttt ot (1.24)

1
Consideriamo la funzione f(r) = — . Essa ¢ decrescente se r > 0. Inoltre 'in-
x o
tegrale & convergente se e solo se r > 1. In questo caso vale poi / —dx =
1 X

1
1 Allora, per quanto appena visto, possiamo concludere che la serie armo-

nica generalizzata converge se e solo se r > 1. Inoltre per la sua somma s(r) si
L 1 L 1= r

] <8(r><r—l+ =1
Se, in particolare, consideriamo il caso r = 1, concludiamo, come gia é noto, che
che la serie armonica diverge. Non ¢ difficile, usando la disuguaglianza (1.23)
valutare che, per la ridotta n-esima della serie armonica vale

logn < h, < (logn) +1.

Dunque h,, tende all’infinito, ma lentamente, come il logaritmo naturale di n.
Per esempio, se vogliamo essere certi che h,, > 6 dobbiamo prendere n > €5 ~
403, 4. Cioé 404 termini della serie geometrica! O

Esempio 1.5.6. Si studi la convergenza della serie

1 1 1
S = 1.25
2- (log 2)" + 3 - (log3)" o n - (logn)" Z logn (1.25)
Consideriamo la funzione f(z) = ﬁ per z > 2. (Si noti che non si puo
z - (lo
considerare x > 1. Infatti log(1) =0.) Se r #1

n dl‘ 1 —r r=n 1 —r 1 —r
/2 ( = (logz)"|"Z0 = (logn) ™"+t — ———(log2) " *1.

z-(logz)” —-r+1 —r+1 r+1
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Ser=1

" dz T=n
/2 m = (log(log :n))|$:2 = log((logn)) — log((log 2)) .
E facile riconoscere che I’integrale converge e vale

1
(r—=1) - (log2)~=*"

se r > 1, mentre diverge se r < 1. Allora la serie converge se e solo se r > 1. O

1.5.2 Convergenza e ordine d’infinitesimo

+oo +oo
Teorema 1.5.8. [Convergenza e ordine d’infinitesimo.] Siano E an € g by,
n=1 n=1
—+oo
serie a termini a,,b, > 0. Se E an converge e ordyoob, > ordyo.a, allora
n=1
—+oo
anche g b, converge.
n=1

DIMOSTRAZIONE: Dire che ordy..b, = ordi.a, significa dire che esistono
costanti Ay > A1 > 0 e un numero naturale ny tali che per ogni n > ng valga

bn
D<A < —< A,

n

Dire che ord;eob, > ordya, significa dire che lim = =0, il che significa
n—-+o0o ap

che per ogni € > 0 esiste ng € N* tale che
b
0< " <e.
an
In particolare potremmo prendere € = 1. Potremo conglobare le due situazioni
dicendo che se ord; b, > ord .a, allora esistono una costante K > 0 e un
numero n* tali che se n > n*
b
— <K

Qp
cioe
bn S K- Qp
+oo

Ma allora, la serie Z b, ha un resto maggiorato dal corrispondente resto della

n=1
—+o0 —+oo

serie K - E an, che & convergente. Dunque anche la serie E b, € convergente.

n=1 n=1

O
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+oo
Osservazione 1.5.2. Si noti che se Zan diverge e ordioob, < ordys.an
n=1
+oo
allora anche Z b, diverge.
n=1
+o00 too
Infatti, se an fosse convergente, per il teorema precedente, anche Zan
n=1 n=1

convergerebbe, contro 'ipotesi.

Raccogliendo i frutti dei due teoremi precedenti (1.5.7) e (1.5.8), si puod conclu-
dere con il seguente criterio

—+oo
Teorema 1.5.9. [Convergenza e ord; 0a,.] Sia E a, una serie avente termini
. n:1 .
an, > 0. Se ordyscan, > r > 1 la serie converge; se ordyocan, < 1, la serie
diverge.

1
DIMOSTRAZIONE: Se ordjs.a, > r > 1, allora ordya, > 01"d+00—r7 con
n

r > 1. Ma essendo convergente la serie armonica generalizzata, per il prece-
dente Teorema (1.5.8) o direttamente per il Teorema (1.5.6), si puo trarre la

“+oo

conclusione che E a, converge. Se ordy..a, < 1, il confronto con la serie
n=1

armonica mostra che la serie data diverge. O

Esempio 1.5.7. 57 valuti la convergenza della serie

+oo

1 n+1
D (= —log—).
—'n n

SVOLGIMENTO: Osserviamo preliminarmente che la serie ¢ a termini positvi.

Conviene valutare I'ordine d’infinitesimo del termine generale. Per fare cio os-

serviamo che, posto ¢(z) = x — log(1l 4+ z) (abbiamo operato la sostituzione
1

r = ), vale

n+1

1
ord ooty = Ord-&-oo(ﬁ —log ) = ordgp(x).

Ora l'ordine d’infinitesimo in z¢p = 0 della funzione p(z) si puod calcolare, per
esempio, in base al lemma di Peano, valutando la prima derivata in 0 che e

non nulla. Si trova ¢(0) = 0; ¢'(z) =1 — e quindi ¢'(0) = 0; ¢"(x) =

1+x

1
+m e ¢”(0) = 1. Dunque ordgp(xz) = 2. Essendo dunque ordioca, =
x
2 > 1, la serie data converge. La somma di questa serie ¢ un numero che
solitamente si indica con v = 0,577215664901532.., detto costante di Eulero -
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Mascheroni, che tuttora non si sa se sia un numero razionale oppure no. La
ridotta n-esima della serie &
3 1 n+1

2 1
Sn:(1*10g1)+(§*10g5)+"'+(ﬁflog

1 1
=1-log(2) + 3~ log(3) +log(2) +--- + o log(n + 1) +log(n) =

1 1
:(1+§+~-~+ﬁ)—log(n+l):hn—log(n—f—l).

Poiché lim s, =+, vale s,, = hy, —log(n + 1) = v+ 5(n), con S(n) — 0, per

n—-+oo
n — +o0o. Si legge anche da questa uguaglianza che

B =log(n +1) +7 + B(n) (1.26)

diverge lentamente come log(n) per n — +oco. O

1.6 Serie a termini misti

Si tratta di serie con termini di segno arbitrario nelle quali compaiono infiniti
termini positivi e infiniti termini negativi.

Definizione 1.6.1. Data la serie a termini misti

+o00
> an, (1.27)
n=1

diremo che essa converge assolutamente se converge la serie a termini positivi
dei valori assoluti

—+oo
> fan] - (1.28)
n=1

Data la serie (1.27) diremo termini positivi della stessa i termini dati da p, = a,
se a, > 0 e da p, =0 se a, <0. Diremo termini negativi della (1.27) i termini
qgn =0sea, >0eq, =a, sea, <O0. E chiaro dalla definizione che per ogni
n > 1 abbiamo a, = pp + qn; |an| = Pn — Gn-

Converra considerare oltre alla (1.27) le serie dei termini positivi

—+oo
> pa, (1.29)
n=1

e quella dei termini negativi

+oo
> an (1.30)
n=1

Abbiamo allora il seguente
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Teorema 1.6.1. [Riemann - Dini]. La serie (1.27) converge assolutamente
se e solo se convergono le serie (1.29) e (1.80). Se una delle serie (1.29) o
(1.80) divergono e laltra converge la (1.27) diverge. Se le serie (1.29) e (1.30)
divergono nulla puo dirsi in generale sulla (1.27), pero certamente la (1.28)
diverge. Se la (1.27) converge ma la serie dei valori assoluti (1.28) diverge, si
dice che la (1.27) converge semplicemente.

DIMOSTRAZIONE:

(1) Supponiamo che (1.27) converga assolutamente. Poiché p,, < |a,| e —¢, <
|ay|, allora sia la serie (1.29) sia la serie (1.30) con tutti i segni cambiati ( e
quindi la serie (1.30) ) convergono. Se poi convergono sia la serie (1.29) che la
serie (1.30) allora convergono sia la serie (1.28) che la serie (1.27). Infatti se s,
¢ la ridotta n-esima di (1.27) e 5,, € quella di (1.28), abbiamo

S =DPp+Qn, (1.31)
Sn :Pn_Qn7 (132)

dove P, =p1+ps+--4+pneQn=q +q+--+q, Allorase P, — pe
@Qn — q per n — +oo, abbiamo che s, > s=p+q¢ges, >5=p—q.

(2) Se (1.29) diverge e (1.30) converge, allora dalla relazione (1.31) si vede che
Sn — +00. Se (1.29) converge e (1.30) diverge, allora, analogamente s,, — —oo.
(3) Infine se divergono sia la serie dei termini positivi che quelal dei termini
negativi, la serie dei valori assoluti diverge, come si riconosce immediatamente
dalla (1.32). Ma come vedremo la serie (1.27) potra anche essere convergente.
Gia sappiamo, si veda lesempio (1.9), che la serie pud divergere a oo senza
segno. Il realta si potrebbe dimostrare che ci sono anche esempi che divergono
a+ooea—oo. U

1.6.1 Serie a termini di segno alternato
Sono serie del tipo

ay —as+az—ag+ -+ (=1)""ta, +... (a, > 0). (1.33)
Vale in proposito il seguente

Teorema 1.6.2. [Criterio di Leibniz]. Sia (an)nen+ una successione di termini
positivi, decrescenti e con a, — 0. Allora la serie (1.33) converge.

DIMOSTRAZIONE: Abbiamo infatti

s1 = ag,

S = a1 —ag,

s3 = ap—az+az=a;— (az —az),

S4 = a1 —ag+az—as= (a1 —a2)+ (az —as),...

Si noti che i termini raccolti in parentesi sono tutti positivi per la decrescenza
di (a,,). Dunque avremo sg < s € poi $3 < 4 < 83 < $1. In generale

Sg < §g < ++- < Sgp < Sgp—q <+ <83 <871
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Infatti s9, = a1 —as+ -+ asp_1— asp < Sop_1 = a1 —ag + -+ + asp—1. Nello
stesso tempo pero so,, = (a1 —a2)++ - -4 (a2n—3—a2n—2)+ (G201 —020) > S2n_2.
In definitiva la successione delle ridotte pari e crescente, quella delle ridotte
dispari e decrescente; le successioni pari sono tutte maggiorate dalle successioni
dispari. Per il teorema delle successioni monotone esistono finiti i limiti di sg,
e di so,—1 per n — +00 e sono rispettivamente s’ = sup{ss,: n € N*} e
s = inf{sg,_1: n € NT}. Ma s9,,_1 — S2, = ag, che tende a zero per n — +o0.
Allora lim (sgp—1 — S2,) = lim a9, = 0= 5" —s. Dunque s’ =s” = s e
n—+4o0o n—+o0o

quindi la serie & convergente. O
Esempio 1.6.1. La serie di Leibniz

11 (=)t
l— o+ -+ ——+ ... 1.34
gttt — "+, (1.34)

e convergente.

Infatti la successione (1) & decrescente e infinitesima per n — +oo. Si noti
tuttavia che la serie dei termini positivi e quella dei termini negativi, come pure
la serie dei valori assoluti (che ¢ la serie armonica), sono divergenti. Dunque
la serie di Leibniz ¢ un esempio di serie semplicemente e non assolutamente
convergente.

Possiamo dimostrare che la serie converge a log 2, senza fare ricorso agli svilup-
pi in serie di Taylor, ai quali ci dedicheremo successivamente. Ricordando la
valutazione della ridotta della serie armonica (1.26), possiamo scrivere per la
ridotta di posto 2n della serie di Leibniz

AR S SR SER S
" 2 3 2n—1 2n
_ 1 1 1 1 1 _
= 1+§+...+m_§.(1+§+...+5)_

= hop — by =log(2n +1) + v+ B(2n) —log(n +1) —v — B(n) =
= log2+log(1l+ %) —log(1+ %) + B8(2n) — B(n).

Si vede allora agevolmente che lirf lo, = log2. Infatti tutti gli altri addendi
n—-+0oo

in l9,, tendono a zero quando n tende a +o0o. Inoltre lim Ilyp41 = lim (I, +
n—-+oo n—-+oo

ot 1) = log 2. Finalmente si ha nEToo lp, =log2.

1.6.2 Serie diluite e serie incastro

Sia data una serie

i an (1.35)
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Una serie di termine generale (¢, ) nella quale ¢, = ag, (k < n) oppure ¢, = 0 si
dice una serie diluita della serie 1.40. Consideriamo la serie diluita della 1.40.

i Cn - (1.36)
n=1

Indichiamo con C}, la successione delle ridotte della 1.36. Allora per ogni n € N
esiste un solo k < n tale che C,, = Ay, dove Ay indica la successione delle ridotte
della 1.40. Se la serie 1.36 ha un certo carattere, allora anche la serie 1.40 ha
lo stesso carattere e con la stessa somma se convergente o divergente, poiché
(Ag) ¢ una sottosuccessione di (Cy,). Ma vale anche il viceversa, dal momento
che per gli insiemi immagine vale {C,, : n € N} = {4, : k € N}. Infatti se per
un assegnato n € N, ¢, # 0 mentre ¢, =0 per n < g < m —1 e k, e tale che
Ay, = Cy, allora avremo C, = Ay, per n < ¢ < m — 1, mentre Cy,, = A, +1.
Dunque la successione C,, percorrera gli stessi valori della successione Ay, con
dei tratti di lunghezza finita lungo i quali & costante. Se dunque Ay ha limite
lo stesso limite ce 'ha C),. Dunque ogni serie diluita ha lo stesso carattere della
serie dalla quale proviene.
Date due serie (A) >->7  a, e (B) Y..°, by, diremo incastro delle due serie la
serie (C) Y0° | ¢, nella quale compaiono tutti i termini delle due serie (A) e (B)
ripetuti una sola volta. E chiaro che la serie incastro di due serie date si pud
vedere come la somma di due serie opportunamente diluite. Infatti se la serie
(C)e

a1 +by+by+as+bs+az+ag+... (137)

evidentemente si puo pensare come somma delle serie diluite

a1+0+0+a2+0+a3+a4+... (138)

O+by +by+0+bs+0+0+.... (1.39)

Il carattere della serie incastro si deduce da quello che si ¢ detto a proposito del
carattere delle serie diluite e di quello della serie somma di due serie date.

1.6.3 Associazione dei termini di una serie. Permutazioni

Infine se ¢ data una serie -
> an, (1.40)
n=1

osserviamo che, se associamo in modo arbitrario i termini di una serie, passiamo
da una successione delle ridotte ad una sottosuccessione. Se la serie converge,
o diverge a +00 0 a —oo allora lo stesso si potra dire per la serie con i termini
comunque associati. Non e cosi se la serie ¢ indeterminata o se diverge a oo
senza segno. Infatti la serie

I—14+1—14... (=) 4.
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¢ indeterminata, mentre la serie
1=+ 0=1)+...(mD)*" 4 (=) +...
¢ banalmente convergente con somma 0. Analogamente, la serie
1-243—-4+...(-1)"n+...
diverge a oo senza segno (si veda la serie (1.9)), mentre la serie
1-2+B3-49+...(2n-1H)—-2n)++--=-1—-1—---=1—...

diverge a —oo. Cio fa anche intendere che in generale non si possono dissociare
i termini di una serie (cioe sciogliere le parentesi che individuano i termini della
serie). Ci0 & concesso perd se la serie @ a termini positivi o, pilt in generale, se,
supponendo che sia convergente la serie

f: Ay, (1.41)
n=1

con Ay, = (am, 41+ +am,., ), laserie ottenuta dalla 1.41 sciogliendo le paren-
tesi converge alla stessa somma se A}, = |am, 41| + - + |, | € infinitesimo.
Non lo dimostreremo.

Infine occupiamoci della permutazione delle serie. Se ¢ : Nt — NT & un’appli-
cazione biiettiva di NT in sé, diremo che la serie

Zaap(n) ’ (142)
n=1

¢ una permutazione della serie
[ee]
> an. (1.43)
n=1

In generale, né il carattere né la somma di una serie non sono preservati da una
permutazione. Abbiamo visto che la serie di Leibniz 1.34

1 1 (—1)nt

l— s+ — 4.

2 + 3 n *
ha somma log 2. Si pud dimostrare che la seguente serie, che & una sua permu-
tazione,

1 1 1 1 1 1 1

TR NI SR -
ty et st T Tyt T3 a2

(1.44)

€ ancora convergente ma ha somma %log 2.

Si puo dimostrare che se la serie 1.43 ¢ assolutamente convergente (in particolare
se ¢ a termini positivi), allora ogni sua permutazione ha lo stesso carattere
e, se convergente, la stessa somma. Se invece la serie 1.43 & semplicemente
convergente, esistono permutazioni di essa che sono divergenti a 400, a —o0,
oscillanti tra due valori arbitrari, oppure convergenti ad un numero arbitrario.



Successioni a valori complessi 23

1.7 Successioni a valori complessi

Sia (zn)nen+ una successione di numeri complessi. Diremo che z,, tende a w € C
se

Ve > 0, dng tale che Vn > ng |z, —w| < €. (1.45)

Cioe, se z, = Ty, + 1Yn, w = u + v si verifica che

Ve > 0, Ing tale che Vn > ng \/(z, — u)2 + (yn —v)2 < €.

Dato w € C diremo intorno di w ogni insieme U C C tale che U D S5, = {z: |z —
w| < ¢}. Si veda la Figura 1.1. E immediato riconoscere che una successione
di numeri complessi z, = x, + 1y, tende a w = u + iv se e solo se x, — u €
Yn — v. cid segue dal fatto che |z, —u| < |z, —w| = /(¥ — u)2 + (y, —v)% e
|yn, —v| < |25, —w|. Quindi se |z, —w]| < € allora, a maggior ragione, |z, —u| < €
e |y, —ul <e. Sepoi |z, —u| <cely, —u| <eallora |z, —w| < V2-e.

Definizione 1.7.1. Diremo che la serie
214+ 29+ otz (1.46)
converge se la successione
Sp =21 +20+ -+ 2y =uy +iv, (1.47)

ha limite finito in C per n — +o00. Diverge se |s,,| — +00 pern — 4o00. Diremo
che é indeterminata se non ha limite per n — +o0.

E immediato riconoscere che (1.46) converge se e solo se convergono le serie

1+ 22+ xy ...
(S7
Yyr+y2+-+yp+...,

con z, = Ty +iy,. Infatti s, = u, +iv, = (x14+220+... 2n) +ily1+y2+...Yyn).
Percio s,, =& s = u + iv se e solo se u,, = u e v, — 0.

Come gia per le serie a termini reali, diremo che la serie (1.46) & assolutamente
convergente se converge la serie

|z1] + |22 + - + |za] + ... (1.48)

E immediato verificare che se converge la serie (1.48) allora converge la serie
(1.46). Infatti vale |x,| < |zn| € |yn| < |2n]. Dunque la serie delle parti reali e
quella delle parti immaginarie sono assolutamente convergenti e quindi conver-
genti. Allora anche la serie (1.46) & convergente. Diremo infine che la serie (1.46)
e semplicemente convergente se essa converge ma la serie dei moduli diverge.
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Esempio 1.7.1. Si studi la convergenza della serie geometrica avente ragione
z e C.

Ltz+22+ 42"+
con z = p - (cos(?) + isen (¥)) = [p, I).

SVOLGIMENTO: Vale

l4+z4---+2" 1= 1-z" _ 1-[pd"

Sy, = 172_171—[;),19]:
1 —p" - (cos(nd) 4 isen (nv))
- 1—p- (cos(¥) +isen (V))
Orase p < 1, i ! L Sep>1le
T im s, = : - '
P > nStoo 1_p.(cos(19)+lsen('l9)) -2 g

lim,, 4+ oo |$n| = +00. Infatti si trova agevolmente che il modulo di s,, &

\/1 — % - cos(nd) + p%n
V1 + p2 —2pcos(V)

|Sn| =p"-

1 — (cos(n¥) + isen (nd))
1 — (cos(¥) + isen (V)
V#k-2m,k€Z. Sepoip=1ed=k-27m, s, =n e quindi s, diverge.

Sep=1,s, = non ha limite per n — +oo, se

O

1.8 La formula di Stirling

Ricorderemo, senza dimostrazione, la formula di Stirling relativa al fattoriale
di un numero, spesso utile per valutare la convergenza di una serie. Si puo
dimostrare che vale

n!

lim —— =1, (1.49)

n—+4oco PN . g=N . Qﬂn
Questo fatto si esprime talvolta scrivendo

nlxn™ e "-V2mn,

che si legge n! & asintotico a n™ - e~ " - /2wn. Volendo essere piu precisi si puo
dimostrare che

1 1
nlen” e " V2. (14+— +

12n 288112) ' (1.50)
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1.9 Esercizi e complementi

1.9.1 Massimo limite e minimo limite di una successione

Sia data una successione (2 )nen+ di numeri reali. Consideriamo le due succes-
sioni generate a partire da (z,), L, = sup{xy : k > n} e I, = inf{zy : k > n}.
Osserviamo che la successione (L,,) ¢ non crescente, mentre la successione (I,,) &
non decrescente. Percid esistono lim,, ;o Ly, = inf{L, : n € Nt} e lim, ,o0 I, =
sup{l,, : n € NT}. Si definisce massimo limite di (z,,) il limite di L,,, mentre il
minimo limite di (z,,) & il limite di (I,,). Dunque

max lim(z,,) = lim (sup{zy : k > n}) = inf{(sup{ap : k > n}) :n € N}
n— oo

min lim(x,,) = li_)rn (inf{zy : k > n}) = sup{(inf{zy : k > n}) :n e N* L.

Verifichiamo che una successione ha limite se e solo se max lim(z,,) = minlim(x,,).
In generale avremo minlim(z,) < maxlim(z,), poiché, ovviamente, inf{xzy :
k > n} <sup{zg: k > n}. Supponiamo che sia minlim(x,) = ¢ = maxlim(x,,).
Dalla definizione di limite, segue che, dato € > 0, esiste ny tale che per ogni
n>ng sial —e <inf{zy : k > n} <+ ¢ ed esiste ng tale che per ogni n > ngy
sia £ —e <sup{zy : k > n} <{l+e¢e; se n =max{ni,ne} e n > 7 si ha

{—e<inf{z; :k>n} <sup{zp:k>n}<l+e.

A maggior ragione, per ognin > 7 si ha £ — ¢, x, < {+¢e. Cioe lim, o0 T, = £.
Se poi z,, — £ per n — oo, allora, dato ¢ > 0, In, tale che per n > 7 vale
{—e <z, <+ e Dunque avremo di conseguenza

—e<inf{z; :k>n} <sup{zp: k>n} <l+e,
se n > n. Ma allora, per 'arbitrarieta di ¢, min lim (z,) = lm =z, =

n—-+oo n—-+oo

max lim (x,).
n—+oo

1.9.2 Criterio del rapporto e criterio del radice

La relazione tra il criterio della radice e il criterio del rapporto ¢ messa in
evidenza dal seguente risultato

Proposizione 1.9.1. Sia (a,) una successione limitata di numeri reali a,, > 0.
Allora st ha

minlim(“*1) < minlim(/a,,) < maxlim(/a,) < maxlim(“).
(07 an

DIMOSTRAZIONE: Dimostreremo, procedendo per assurdo, che max lim({/a,,) <

. Gnt1 . . N . .
max hm(L). L’altra disuguaglianza sara provata in maniera analoga. Sup-
n

Ap+1

poniamo dunque che sia max lim( ) < ¢ < maxlim(3/a,). Allora dalla

Qn
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prima di queste disuguaglianze segue che esiste k tale che per n > k si ha:

Q41 Ak4-2 Q
<c, <c¢...,—— <ec.
Qg Ak41 Qp—1

Moltiplicando a termine a termine queste n — k disuguaglianze si trova — <
ag

a a n
" ossia a, < (—:)c” = H-c", dove la costante H = (—:) Ma lim VH =1
C C n—oo
e quindi lim cVH = c. Conseguentemente, max lim( %n) = ¢; contraddizio-
n—oo
ne. O

o0
Complemento 1.9.1. [Dirichlet, 1863] Sia Zan UNG Serie Nom Mecessaria-

n=1
mente convergente, ma tale che la successione delle ridotte sia limitata. Sia

inoltre b, una successione non crescente infinitesima di numeri positivi. Allora
[oe]

la serie g bnay, € convergente.

n=1

DIMOSTRAZIONE: Infatti, sia Y. a, la serie che ha le ridotte limitate e sia
(by,) una successione infinitesima decrescente di numeri positivi. Mostriamo che
> ay, - b, converge. A questo scopo sia o, la ridotta n-esima di Z;’o an - by,

on = ap-bitaz-byt+---dan-by =s51by + (s2 —s1)ba+ -+ (55— Sp—1)by
= s1-(by —b2) +s2-(bg —b3)+ -+ 8n1-(bp—1—bn) + 55 by,

dove (s,,) & la successione delle ridotte di Y a,. Poiché i termini by, — by11 sono
tutti positivi, allora si ha

|UTL| S |51| : (bl - b2) + |82| ) (b2 - b3) + e + |8n—1| ° (bn—l - bn) + |3n| : bn .
Osservando che esiste M > 0 tale che |s,| < M per ogni n € N, si trova che

Isk - (bx — brg1)| < M - (b, — brg1) ,

che la serie Z(bk — bgy1) = b1, dunque convergente, si conclude che la serie

n=1

> sk (b — brta)
k=1

& assolutamente convergente e quindi convergente. Infine, osservando che
on =51-(b1 —ba) +s2-(ba —b3) + -+ 8p—1- (bn—1 — bp) + Sn - by,

tenuto conto che s,, ¢ limitato e che b,, — 0, si trova che

n—oo

lim Op = Zsk . (bk — bk+1) .
k=1

Dunque la serie Y a, - b, converge.
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Esercizio 1.9.1. Si dimostri che le serie

0o 0
Z cosnx sennx
DY
n n
n=1 n=1

sono convergenti per ogni x € R.

SVOLGIMENTO: La somma

n—1

Z(cos(km) +isen(kx)) =

k=0

1 — ((cos(nz) + i sen (nx))
1 — ((cos(z) + i sen (x))

b

come si e visto in 1.7.1, e il suo modulo, se & # 2km, k € 7Z, & limitato da

T ((cos(@) T ison @) Dunque le somme parziali Y7 — cos(kx) e 21—, sen (k)
n—1

che sono la parte reale e il coefficiente dell’immaginario di Z (cos(kx)+i sen (kx))
k=0

sono esse pure limitate. Inoltre % ¢ una successione decrescente e infinitesima di

numeri positivi. Percio, per il complemento precedente, le serie in considerazione

sono convergenti. O

Esercizio 1.9.2. Si verifichi che la serie

+
St
— n2+n+1

converge semplicemente.

SVOLGIMENTO: Il termine generale della serie € un infinitesimo d’ordine 1,
dunque la serie dei valori assoluti diverge. Se indichiamo con ¢(z) =

. — 27 .
troviamo che ¢'(x) = %

decrescente per n > 1 ed ¢ infinitesima. Applicando il criterio di Leibniz, si
conclude che la serie & (semplicemente) convergente. O

x+2
24417
< 0, per z > 0. Dunque certamente p(n) &

Esercizio 1.9.3. Si verifichi che la serie

“+o0

nfli

n=1
converge semplicemente.

Esercizio 1.9.4. Si studi la convergenza della serie

o0 1
nz:;) n - (logn) - log((logn))"

Esercizio 1.9.5. Usando il criterio del rapporto si dimostri che sono conver-

X1 Xl X (nm)?
genti le serie Z a; Z g Si dimostri che diverge Z .
n=1 n=1 n=1

n!
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Esercizio 1.9.6. Si determini il carattere della serie

= n+1
T Vn

:1n2+2n72'

SUGGERIMENTO: Si osservi che a,, > 0 per ogni n > 1. E poi facile valutare che
ord oty = % > 1. Dunque la serie converge. O

Esercizio 1.9.7. Si determini il carattere della serie

JFZOO n+ 2
n?-logn+n+1"

n=1

SUGGERIMENTO: Il termine generale si puo scrivere come segue:

n 1 +2 1 1 +2
Ay = =
n?-log(n) 1+ — 1Ogn + m n-log(n) 1+

+

n- log n n2-logn

Dunque si puo concludere che l'infinitesimo a,, ¢ equivalente all’infinitesimo

in 400. Ma la serie di termine generale b, % ¢ divergente, e

n-log(n) = nilog

dunque anche la nostra serieloe . O

Esercizio 1.9.8. Si consideri la serie
1 1 1 1

14—4+—4+—+...—...
i3ty atzs T n(n + 2)

e se ne determini la somma.

Conviene considerare che a,, = n(++2) = 3(+ — -25). Percio
1 1 1.1 1 1.1 1 1.1 1
=l m P G ) =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T R T S D
2( 3+2 4+3 5+ +n n—|—2) 2(+2 n+1 n—|—2)

Allora si vede facilmente che s, — % per n — +oo. La somma della serie ¢
3

s==.
1



Capitolo 2

SUCCESSIONI E SERIE
DI FUNZIONI

Finora abbiamo considerato successioni e serie nelle quali il termine generale era
un numero reale o complesso. Cosa si puo dire se il termine generale & una fun-
zione, f,: E(CR) = R o f,: E(C C) — C ? Inoltre, & necessario fare questo
sforzo d’astrazione? A quest’ultima domanda gli sviluppi interni della Mate-
matica e le necessita delle Applicazioni si sono incaricate di dare una risposta
positiva. Infatti, spesso, per calcolare con la voluta approssimazione il valore
di una funzione, anche di quelle elementari come seno, coseno, esponenziale,
non c’e migliore soluzione che calcolare il valore di una loro rappresentazione
approssimata per mezzo di un polinomio. Questo ¢ il metodo usato in tutti i
calcolatori e dai matematici dei secoli passati che tabularono queste funzioni
con lunghi calcoli manuali, spesso accorciati con sofisticati “trucchi” che hanno
dato luogo ai moderni algoritmi. Inoltre, spesso, nelle applicazioni tecniche, non
si riesce a trovare la funzione che descrive un fenomeno in termini di operazioni
semplici da effettuare su funzioni elementari. Dunque non rimane che approssi-
mare la funzione voluta con una combinazione lineare di funzioni “ragionevoli”
per la descrizione del fenomeno, che siano sufficientemente semplici. Spingendo
sempre piu 'approssimazione lineare con un numero maggiore di termini, si e
condotti naturalmente alla considerazione di una serie di funzioni.

2.1 Convergenza puntuale e uniforme

Cominciamo dunque a considerare una successione di funzioni f,,: F(C R) = R
e chiediamoci quale significato sia ragionevole attribuire alla nozione di conver-
genza di (fn)nen & una funzione f: E(C R) — R. Un significato si presenta
subito come quello pili naturale o semplice in quanto estensione della nozione
di convergenza di una successione di numeri. Fissiamo un elemento zy € FE.
Allora otteniamo una successione numerica (f,(2o))nen per la quale & nota la
nozione di convergenza. Supponiamo che per ogni = € E C E la successione

29
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numerica ottenuta fissando il valore di z € E sia convergente. Prendendo il

BT fn(x) che chiameremo f(z), otterremo una funzione f: E — R. Abbia-

mo cosi ottenuto la definizione di convergenza puntuale di una successione di
funzioni.

Definizione 2.1.1. Diremo che una successione (fn)nen di funzioni f,: E(C
R) — R, converge puntualmente ad una funzione f: E — R, se la sequente
proprieta € soddisfatta

Ve > 0, Vo € EJn. , tale che Vn > M., si ha |fu(x) — f(z)| <e. (2.1)

Si osservi che la posizione dei quantificatori Ve > 0, Vo € FE puo essere invertita
(Vx € E, Ve > 0) senza che cambi il significato logico della richiesta fatta sulla
successioni di funzioni. Si osservi inoltre che, poiché la richiesta & fatta punto
per punto, il valore dell’indice 7. , a partire dal quale & soddisfatta la condizione
|fn(x) — f(z)| < € dipende sia da z € E che da €. Pud dunque accadere che,
mantenendo fissato il valore di € > 0, al mutare di € £ cambi il valore di 7z, .
Nei casi piu fastidiosi potra accadere che al variare di € E il valore di n¢
non sia superiormente limitato. Cioe che sia

sup{Tie z: ¢ € E} = +00.

Evidentemente in questi casi non si potra trovare un valore di 7. che sia utile
quale che sia z € E. Supponiamo invece che al variare di x € F l'insieme dei
numeri naturali 7. , sia superiormente limitato

sup{Tiez: ¢ € E} =T < +00.

Allora accadra che, per lassegnato valore di ¢, la condizione |f,(x) — f(z)| < e
sia verificata per ogni n > 7., quale che sia * € E. Questa condizione e
particolarmente utile in molte situazioni, e si merita la definizione di convergenza
uniforme.

Definizione 2.1.2. Diremo che una successione di funzioni (fn)nen, con fn: E —
R, converge uniformemente alla funzione f: E — R se accade che

Ve > 03m, tale che ¥n >, si ha |fn(z) — f(z)| <e, Ve e E. (2.2)

Si noti che in questo caso il quantificatore Vx € E appare in coda alla propo-
sizione. Qui il cambio di posizione non & indifferente: sta a significare che il
numero 1. non dipende pid da x € E, ma solo dal valore di € > 0.

Per indicare che una successione di funzioni (f,) converge puntualmente a f
scriveremo anche f,— f; per indicare che la convergenza e uniforme scriveremo
anche f, unf f

E importante mettere in evidenza la differenza tra i due tipi di convergenza,
cosa che faremo con alcuni esempi.

Esempio 2.1.1. Si dimostri che la successione di funzioni fy,: [0,1[— R, date
da fn(x) = x™ converge puntualmente, ma non uniformemente alla funzione
f(z) =0, Vx € 0,1].
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Infatti sia 0 < & < 1. Allora lim,— 4o 2" = 0. Dunque la successione di funzio-
ni converge almeno puntualmente alla funzione identicamente nulla. Vediamo
se la convergenza possa essere uniforme. Dato 0 < z < 1 e un valore € > 0, che
supporremo senz’altro < 1, cerchiamo per quali valori di n € N sia soddisfatta
la condizione z™ < e. (Ovviamente = > 0 e dunque non dobbiamo preoccu-
parci di valori assoluti.) La condizione voluta ¢ soddisfatta se n - logz < loge.
Osserviamo che, essendo sia x che € compresi tra 0 e 1, il logaritmo & un numero

. w . 1
negativo. Percid si trova n > lggi.

1
sup{ Og€:0<m<1}:+oo.

log x
Il numero cercato 7. , si puod allora calcolare come 7., = [llf)’g;} dove con
[y] intendiamo la parte intera di y, cioe il pid grande intero non superiore a

y: [yl <y < [y]+1. E facile riconoscere che la funzione llggi & crescente

sull’intervallo 0 < x < 1 e vale

. loge
lim
z—1- logz

1
:+oo:sup{%:0<x<l}.

Dunque sup{7e ,: 0 < < 1} = +00 e la convergenza non puo essere uniforme.
Se si considera la stessa successione (z™) sull’intervallo [0, 1], si trova che il limite
puntuale & la funzione f(z) che vale 0 se 0 < z < 1, mentre vale 1 in z = 1.
Anche in questo caso la convergenza ¢ solamente puntuale, ma non uniforme, e
la giustificazione ¢ fornita dall’argomentazione gia esposta. Si veda in proposito
la Figura (2.1).

O

Esempio 2.1.2. Si consideri la successione di funzioni f,(x) cos? definite

1
nx seOSxS%

Si verifichi che la successione tende alla funzione nulla puntualmente, ma non
uniformemente.

Infatti, se consideriamo un valore 0 < z < 1, bastera prendere un numero

naturale ng, tale che nio < z affinché f,(x) = 0, per ogni n > ng. Allora per

ogni 0 < x < 1 si ha 111;1_1 fn(z) = 0. Se poi x = 0 & gia f,(0) = 0, per
n—-oo

ogni n € N. Dunque, puntualmente, la successione f,(z) tende alla funzione
nulla O(z) = 0, per ogni x € [0,1]. Ma la convergenza non ¢ uniforme. Infatti,
quale che sia n, fn(i) = % Dunque, fissato 0 < ¢ < %, non puo essere
soddisfatta la condizione |f,(z) — O(z)| < €, Yz € [0,1]. Almeno per z = 5~
vale |f(5) — 0] =3 >e.

O
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Fig3.pdf

Figura 2.1: Convergenza puntuale della successione dell’es. (2.1.2).

Esempio 2.1.3. Si consideri la successione di funzionsi
fn(z) = arctan(z — n) .

Si verifichi che la successione tende alla funzione costante f(r) = —% puntual-
mente, ma non uniformemente, su tutto R.

Infatti, per ogni assegnato z € R si ha

. 71'
lim arctan(z —n) = ——.
n—-+oo 2

Tuttavia, se 0 < ¢ < § non esiste alcun n per il quale vale
7r
|arctan(z — n) + §| <eg, VzeR.

Infatti almeno in 2 = n, |arctan(n—n)+35| = § > €.

[SIE

La situazione della convergenza uniforme e invece quella messa in evidenza nella
figura (2.2). Dato ¢ > 0 esiste un 7. tale che per ogni n > 7. il grafico della
funzione f,(x), rappresentato con il tratto pid grosso, & compreso tra i grafici
di f(z) +¢eedi f(x) — ¢, rappresentati con il tratto pia sottile.

L’importanza della convergenza uniforme risiede principalmente nel fatto che,
sotto l'ipotesi di convergenza uniforme, si puo stabilire una teoria dei limiti,
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della continuita, della derivabilita, dell’integrabilita sufficientemente semplice e
soddisfaciente per la funzione f(z) limite uniforme della successione. Precisa-
mente valgono i seguenti teoremi di notevole importanza, ma che ci asterremo
dal dimostrare.

convunif.pdf

Figura 2.2: Convergenza uniforme di una successione di funzioni f,(z) a f(x).

Teorema 2.1.1. [Teorema dei due limiti]. Sia f,: E(C R) - R,n=1,2,...

una successione di funzioni che converge uniformemente alla funzione f: E —

R. Sia zo un punto d’accumulazione per l'insieme E. Se per ogni n esiste

finito il lim f,(x) = £, allora esistono finiti i limite lim £, = £ e il limite
T—To n—-+oo

lim f(x). Inoltre i due limiti sono uguali. Cioé
T—To

lim ( lim fu(z)) = lim (lim f,(2)). (2.3)

r—x9 n——+oo n—-+o0 ‘r—xo

L’inversione dei due limiti da il nome al teorema. Come corollario del precedente
teorema, o con dimostrazione diretta, si ottiene il seguente

Teorema 2.1.2. [Continuita del limite uniforme]. Sia f,: E(C R) = R,n =

1,2,... una successione di funzioni continue che converge uniformemente alla

funzione f: E — R. Allora anche f(x) é continua su E.

DIMOSTRAZIONE: Per la convergenza uniforme di f, a f, sappiamo che dato
3

€ > 0 esiste 7 tale che per ogni n > fi sia | f,(z) — f(x)] < 3 quale che siax € F.
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Sia poi zg € E. Mostriamo che f(x) ¢ continua in zy. Abbiamo

[f (@) = f(zo)l = [/ (@) = fan (@) + fim (@) = frn(20) + fim(w0) = f(z0)| <
< [f(@) = fm(@)| + [fm(2) = fm(@o)| + [fm(20) = f(0)]-

Si scelga un m > 7 e, per la continuitad di f,,(z) in 2o un intorno U di z( tale
che per tutti gli z € U N E sia |fn(z) — fm(zo)] < % Allora, scelto m > 7 e
x € UN E abbiamo

[f(2) = flzo)l = If(2) = fn(@)| + | fim(2) = frn(z0)[ + [ fim(@0) = f(z0)] <
< %4—%4—%:5.

Dunque la funzione limite & continua in zy. Per l'arbitrarieta di questo punto
in E, la funzione & continua in F. O

Per quanto concerne la derivabilita abbiamo

Teorema 2.1.3. [Derivabilita del limite uniforme]. Sia f,: I = [a,b] = R,n =
1,2,... una successione di funzioni che converge (puntualmente) alla funzione
f: I — R. Supponiamo che le funzioni fp(x) siano derivabili su I e che la
successione delle derivate f! (z) converga uniformemente ad una funzione p(x)
definita su I. Allora f(x) é derivabile su I e vale f'(z) = p(z),Va € I. Inoltre
la successione fn(x) converge uniformemente a f(x).

Si pud facilmente osservare (ispezionando la dimostrazione da noi omessa) che
la tesi del teorema sussiste anche nella sola ipotesi che esista un punto zg € I
nel quale converge la successione numerica f, (o).

Infine abbiamo

Teorema 2.1.4. [Integrabilita del limite uniforme]. Sia f,: I = [a,b] = R,n =
1,2,... una successione di funzioni che converge uniformemente alla funzio-
ne f: I — R. Se le funzioni f,(x) sono tutte integrabili (secondo Riemann)
sull’intervallo limitato I, allora lo é il loro limite uniforme f(x) ed inoltre vale

/abf(x)dm: lim /abfn(ac)dx . (2.4)

n— +oo

Analogamente a quanto abbiamo fatto per le successioni di funzioni, si possono
stabilire le nozioni di convergenza puntuale e uniforme per le serie di funzioni.

Definizione 2.1.3. Data una successione di funzioni ¢,,: E(C R) — R diremo
che la serie

wolx)+1(z)+ -+ pnlx)+... (2.5)
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converge puntualmente oppure uniformemente alla sua somma s(z): E — R se
la successione delle ridotte

so(x) = o(x)

si(z) = o)+ ¢1()

s2(r) = @o(z) + p1(z) + pa(x)
sn(z) = o) +@1(z) + -+ pn(z)

converge puntualmente oppure uniformemente alla somma della serie s(x).

Tutti i teoremi che abbiamo enunciato per le successioni uniformemente conver-
genti di funzioni su limiti, continuita, derivabilita, integrabilita, hanno un esatto
parallelo per le serie uniformemente convergenti di funzioni. Riprendendo bre-
vemente le considerazioni fatte nell’introduzione a questo capitolo, preciseremo
meglio quale sara 'oggetto del nostro studio. Spesso saremo in presenza di una
funzione f(x), definita su un insieme E C R a valori reali (¢ il caso piu semplice,
ma anche quello pit comune). E data una successione di funzioni on: E =R,
che sono linearmente indipendenti, cioe tali che se una loro combinazione lineare

* *
finita Z ann(x) =0, allora a,, = 0 Vn € N. Qui lasterisco in Z indica che
neN neN
solo un numero finito di coefficienti & non nullo. Il problema ¢ quello di trovare

coefficienti a,, in R o in C tale che

+o0
f(x) = Z anpn (),

essendo la convergenza della serie intesa in senso puntuale o uniforme (o di altro
tipo, che potra essere precisato in seguito).

Noi ci occuperemo per ora della sviluppabilita in serie di potenze, essendo
on(x) = (z — 0)".

Un altro sistema di funzioni linearmente indipendenti importante nelle applica-
zioni & dato da

{on(®)nen} = {1, senx, cos x, sen 2z, cos 2z, . . . , SN NT, COS N, . .. |,

con E = [0,27], essendo le funzioni in esame quelle periodiche di periodo 2.
Gli sviluppi considerati sono quelli detti in serie di Fourier.

Per concludere, ricordiamo un teorema utile per dimostrare la convergenza
uniforme di una serie di funzioni

Teorema 2.1.5. (di Weierstrass, o della convergenza normale). Sia data la

o0
serie di funzioni E on(x). Si supponga che esista una serie convergente a

n=0
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oo
termini positivi Z an, tali che per ogni x € E, (E dominio comune delle

n=0
funzioni v, (x)) e per ogni n € N, valga

o ()] < an .

o0
Allora la serie E on(x) converge uniformemente alla sua somma.
n=0
oo

DIMOSTRAZIONE: Se Z an converge, allora, dato € > 0 esiste n tale che
n=0

> meng1n < €. Allora si ha che

[e’¢) n [e’e} e’} [e’e)
Z on(x) — Z on(2)| = Z on(2)| < Z lon(z)] < Z ap < €.
n=0 n=0 n=n+1 n=n-+1 n=n+1

Poiché la disuguaglianza vale quale che sia x € F, la convergenza ¢ uniforme.O
Si noti che quella data & una condizione sufficiente ma non necessaria per la

1 o
convergenza uniforme. Infatti se ¢, () = — | [n,n + 1] allora > ", vn(2)

T

. 1 1 R
converge uniformemente a —= su [1, 00[, |pn(z)| < —, ma la serie — diverge.

& Vn Vn

2.2 Serie di potenze nel campo reale
Definizione 2.2.1. Diremo serie di potenze nel campo reale una serie
ap+ay - (x —zo) +ag - (x—z0)>+ - Fan-(x—20)" +... (2.6)
con i coefficienti a, € R e la variabile x € R. In particolare, se g =0, si ha
ap+ay-x+as-at+-Ha,-z"+.... (2.7)

Il punto z¢ in (2.6) si dice il centro della serie di potenze. Nella (2.7) il centro ¢
nello zero. Ci chiediamo per quali valori di = converga una serie di potenze. E
chiaro che I'insieme di convergenza della serie pid generale (2.6) & legato a quello
di (2.7) da una semplice traslazione. Se K C R & linsieme di convergenza di
(2.7), zo+K C R e insieme di convergenza della serie (2.6), dove o+ K = {xo+
x: x € K}. Per affrontare il problema dell’insieme di convergenza, consideriamo
alcuni esempi.

Esempio 2.2.1. Consideriamo le serie

1 4z+a? 4+ +a"+... (2.8)
x? x"
O AT e T RO (2.9)

1L+l 42022+ (nl) 2™ + ... (2.10)
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Per decidere dove le serie convergano, converra considerare le serie dei loro valori
assoluti, prendendo z # 0. Nel caso della serie (2.8), troviamo

T+ o)+ |z 4+ ™+

an41 |x|n+1

- n
an, ||
|z| < 1 la serie converge; se |z| > 1 la serie non pud convergere poiché il suo
termine generale non & infinitesimo. Dunque la serie (2.8) converge se e solo se
|z| < 1. L’insieme di convergenza & un intervallo di R avente centro nell’origine
e semiampiezza 1. K =]—1,1[. Se il centro della serie fosse stato in g avremmo
ottenuto K =|xg — 1,29 + 1[.

Procedendo come sopra per la serie esponenziale (2.9) troviamo

Il rapporto = |z|. Percid il criterio del rapporto ci dice che se

‘I|n+1
i1 _ D! _ _|2]
an @ n+1’

n:

.. . . . Ap+41 . S
Quale che sia il valore di x si vede che lim "l _ (e dunque, per il criterio

n—-+oo an,
del rapporto, la serie (2.9) ¢ assolutamente convergente (in senso puntuale) per
ogni x € R. Ossia K = R.
Infine nel caso della serie (2.10) la solita tecnica ci porta a considerare

a1 _ [ (04 1)
an |z|™ - n!

=[] - (n+1).

an+

Si vede facilmente che lim ! = 400, quale che sia x # 0; dunque la serie

n—-+o0o an,
non puo convergere perché il termine generale non € infinitesimo, anzi tende a

oco. Ovviamente la serie converge in x = 0. Ossia la serie converge solamente
nel suo centro zy = 0. L’insieme di convergenza K = {0} & ridotto ad un solo
punto.

Dunque le esperienze fin qui fatte ci fanno sorgere il sospetto che una serie di
+o0o

potenze Z an - " abbia un dominio di convergenza del tipo K C [—R, R] con

n=0

R > 0 potendo anche essere R = 0 oppure R = +o0o. Gli estremi dell’intervallo
potranno essere compresi o esclusi dal dominio di convergenza. Diremo dominio
di convergenza regolare I'insieme C' =] — R, R[. L’insieme A C {—R, R} sara
il dominio di convergenza accidentale. Esso potra anche essere vuoto come nel
caso della serie geometrica (2.8). Potra anche coincidere con l'intero dominio
di convergenza, come abbiamo visto nel caso della serie (2.10). Dunque per
il dominio di convergenza avremo K = C' U A. Vediamo ora di confermare la
nostra congettura.

Lemma 2.2.1. [Abel.] Sia data la serie di potenze (2.6),

“+ o0
Z an - (T —x0)".
n=0
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Se la serie converge per qualche valore T € R, converge per ogni x € R tale che
|z — zo] < |Z — z0].
—+o0
DIMOSTRAZIONE: Supponiamo che la serie Zan(f — x)", con T # 0, sia
n=0
convergente e sia | — zg| < |Z — xo|. Possiamo valutare come segue il termine
generale della serie dei valori assoluti

_ T — To
|an - (x = x0)"| = lan]| - |z — wo|" = |an| - |7 — wo[" - [=—[".
r — X
—+o0
Poiché Z an (T — xo)" converge, necessariamente, lim (a,(Z — x0)") =0 e
o n——+00

quindi esiste una costante k > 0 tale che |a,(Z — z0)"| < k per ogni n € N.
Percio

an - (@ —20)" < k- |22
Tr — X
s 1z - . L= o . . .
Poiché |x — xg| < |T — xo| abbiamo che |——| < 1. La serie dei valori
Tr — X

assoluti ¢ dunque maggiorata da una serie geometrica covergente ed ¢ quindi
convergente. Dunque per ogni |z — zo| < |T — x| la serie (2.6) ¢ non solo
convergente, ma assolutamente convergente. Si noti che alla stessa conclusio-
ne si puo arrivare sotto una condizione piti debole di quella contenuta nella
nostra ipotesi. Cioe, non e necessario supporre che la serie sia convergente
nel punto & € R, ma basta che |a,(Z — x¢)"| sia limitato al variare di n €

N.

Usando questo lemma possiamo ora dimostrare il seguente

Teorema 2.2.2. Sia data la serie di potenze (2.6),

+oo
Zan (z =)™
n=0

Esiste un numero R > 0 tale che il dominio di convergenza della serie é conte-
nuto in un intervallo [vto — R,zo + R]. I casi R =0 e R = +00 sono possibili.
Il dominio di convergenza accidentale A C {xg — R, zo + R} pud essere vuoto o
essere strettamente contenuto o coincidere con {xg — R, xo + R}.

DiMOSTRAZIONE: Consideriamo l'insieme degli € R per i quali la serie con-
verge. Sia

—+oo
R =sup\ |z — xol: E an - (x — o)™ converge
n=0
Poiché la serie converge almeno in z = z(, l'insieme del quale si considera
I’estremo superiore non ¢ vuoto e R > 0. Come sappiamo, puo anche essere
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R = 0 (vedi la serie 2.10) o R = 400 (vedi la serie 2.9). Supponiamo dunque
0 < R < 400. Se |z —xp| < R, per la definizione di estremo superiore, sappiamo
che esiste un valore Z, per il quale la serie converge e tale che | — zg| <
|Z — x| < R. Ma allora, per il lemma precedente (2.2.1), la serie & convergente.
Dunque certamente il dominio di convergenza della serie contiene l’'intervallo
aperto |zg— R, zo+R[: K D]xg—R,zo+R[= C. Rsidiceil raggio di convergenza
della serie (2.6). Occupiamoci ora del dominio di convergenza accidentale, per
verificare che tutte le eventualita annunciate sono possibili.

—+o0
(a) Per la serie geometrica (2.8) Zx", sappiamo che R = 1 e che essa non
n=0
converge né in z = —1, né in x = 1. Dunque A =0, K =] — 1,1].
+00 n
. . . x . Ayt 1 n-+1
b) Se consideriamo la serie eressa lim — = || = |z
(v) > peressa tim 2 = o] 2

n=0
Di qui si deduce che il raggio di convergenza della serie ¢ R = 1. Infatti

la serie converge per |z| < 1 e non converge per |z| > 1. Che cosa si puo

400
1
di =178 =1sit la seri i 1.16 h
ire per |z ex si trova la serie armonica (1.16) 7;:0 1 che
+oo 1
di =—1sit 1 ie di Leibniz (1.34 1"
iverge, ma se x si trova la serie di Leibniz (1.34), ngzo( ) peE

che & convergente. Dunque A = {-1} e K = [-1,1].

400 n
(¢) Se consideriamo la serie Z W, troviamo, con considerazioni analo-
n
n=0
ghe a quelle fatte in precedenza, che R = 1. Se poi |z| = 1, convergono,
+oo
—1)"
per il criterio sull’ordine d’infinitesimo, sia la serie Z u, che la
—(n+1)?
+o0 1
serie m Dunque A = {71, 1} e K = [717 1]
n=0
O

Osservazione 2.2.1. Si puo dimostrare che se il dominio regolare di conver-
genza puntuale & lintervallo Jxg — R,zo + R[, con R > 0, la serie converge
uniformemente su ogni intervallo chiuso [xo — £, z0 + £], con 0 < £ < R.

Infatti, se |z —xo| < ¢, |an(z —x0)"| < |an€™|. Osserviamo che, poiché ¢ < R, la
+o00 foo

serie Z |an£"| converge. Sia ora |x—xo| < ¢ e diciamo s(z) = Z an - (x—x0)".
n=0

n=0
+ oo —+o0

Abbiamo che s(z) — s, (x) = Z an - (x — x0)*. Se Z |an|€" converge, per
k=n+1 n=0
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ogni € > 0, esiste un 7 tale che per ogni n > n,

+oo n —+oo
Z |ag|CF — Z lag 0" = Z lag|tF < €.
k=0 k=0 k=n+1

Ma allora se n > n

+o00 foo
s(2) = sp(@)| < Y an - (@—20)F| < D Jarllh <e,Vae[-L,4].
k=n+1 k=n+1

Dunque la convergenza di s,(x) a s(x) ¢ uniforme sull’intervallo detto. Infatti
n dipende solo da € > 0 e non da =z.
Qui abbiamo fatto la dimostrazione esplicita. Tuttavia, si osservi che la conver-
genza & uniforme in base al teorema 2.1.5.

O

Osservazione 2.2.2. Ricordando quanto abbiamo detto a proposito della con-
vergenza uniforme nel caso di funzioni continue, Teorema (2.1.2), possiamo
concludere che, siccome ogni termine di una serie di potenze € una funzio-
ne continua (a, - (x — xo)"™), allora anche la somma di una serie di potenze

+oo
s(z) = Z an - (x — x0)" € una funzione continua in [xo — £,xo + ¢]. Anzi in
n=0
Jxo — R,x0 + R[, dal momento che ogni x €)xg — R, xo + R[ puo essere inglobato
in un intervallo [xg — €, o + £], per un opportuno ¢ tale che |x — xg| < £ < R.

Possiamo dimostrare di pia. Per alleggerire la notazione supporremo che il
centro della serie sia l'origine. E facile adattare la dimostrazione al caso piu
generale

Teorema 2.2.3. [Derivabilita delle serie di potenze].
“+o0

Sia s(x) = Z ap, - x", definita (almeno) in | — R, R[. Allora la funzione s(zx) ¢

derivabile nell’intervallo | — R, R[ e si ha che

“+o0
sh(z) = Zn'an cxnh (2.11)

n=1
Cioé le serie di potenze si possono derivare a termine a termine.

DiMOSTRAZIONE: Cominciamo a dimostrare che la serie data e la sua derivata
a termine a termine hanno lo stesso raggio di convergenza. Sia R il raggio di
convergenza della serie data e R’ quello della sua derivata. Se |z| < R’, allora

lanz™| = |z| - |ape™ | < R' - |apz™ | < R' - nla,a™ | (n > 1).

400
Dunque la serie Z an-x" converge se |z| < R’; percio € anche |x| < R. Abbiamo

n=0
dimostrato che |z| < R’ implica |z| < R. Ma allora ¢ R’ < R.
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+oo

Sia ora |z| < R. Percio esiste un Z con |z| < |Z| < R e tale che Zan -Z"

n—
converge. Ricordiamo che allora deve esistere una costante k£ > 0 tale che
lan, - Z"| < k, per ogni n € N. Valutiamo il termine generale della serie derivata

1
R Y L
X X
| BT T R e
T T = |7 z

Ora ‘%| < 1 e una serie avente termine generale n - ¢"~!, & convergente, se

lg] < 1, per il criterio sull’ordine d’infinitesimo del termine generale. Allora la
. . . -1

serie di termine generale % ‘n- ’%|n ¢ convergente e dunque converge anche

la serie derivata. Abbiamo dimostrato che se |z| < R allora & anche |z| < R'.

Cid ¢ possibile solo se R < R’. Le due disuguaglianze contemporanee R’ < R e
R < R’ ci dicono che ¢ R = R'.

Dimostriamo ora che la somma della serie & derivabile e che la sua derivata
¢ data dalla somma della serie derivata (2.11). Siano dunque zg e xg + h in
] — R, R[ con |h| < § tali che |zg + h| < |xo| + |h| < |zo] +J < R. Qui g & un
punto fissato nel dominio di convergenza regolare, e non il centro della serie di
potenze che supponiamo coincidente con lo 0 € R. Valutiamo la differenza

1 =
7 [s(zo + h) — s(z0)] — Z nan,xy ' =
n=1

—+o0
xo+ h)" —xj e
- Za”' [%—nxo =
n=0
- fan S nag h+ (Z)%;‘Qh? +o bt —ap 1] =
n=0
+o0
= Z ap * [nxg—l + <Z)x8—2h 4t -l nmg_l] _
n=0

= D an [(Z>x82h+"-+h"‘1} .

Si noti che la sommatoria continua ad essere estesa tra 0 e co, ma che i termini
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corrispondenti a n = 0,1 sono nulli. Dunque

1-[(xo—i—h —sxo Znanxnl =

e
0

2 hn 2]

. . n n72 DR n72
< Jn ngow [(2)|xo| e
400 n
. . n—2 P n—2 f—
< W3l [ )l
R n n—2 _ §2 n
= |hl 55 D lanl - [( ) Jlwol" 72 0% 407 <
n=0
1 X
< bl 550 D lanl - (2ol +6)"
n=0

Nell’ultimo passaggio si & tenuto conto che ad ogni parentesi si sono aggiunti i
termini non negativi |zo|™ + n|zo|" ! - §, giustificando cosi I'ulteriore disugua-
glianza. Ora in |xg| + 0 < R la serie di potenze ¢ convergente, con somma 3 e
la differenza

1 . )
E-[(xo—kh)—s 0)] Znanxo H<|hl- 52-5.

n=1

Poiché 3 - s(|zo| 4 0) non dipende da h si conclude che il

1
flzlg%)ﬁ [(xo—i—h —swo Znanx 0,
cioe che

lim% [(x0+h fszo Znan

h—0

Dunque la somma della serie & derivabile per ogni x in | — R, R] e il suo valore
¢ dato dalla somma della serie derivata (2.11).

O
Accanto al teorema di derivabilita a termine a termine delle serie di potenze, ha
validita anche un teorema sull’integrabilita.
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+oo
Teorema 2.2.4. Sia data la serie Z an-(x—1x0)" avente raggio di convergenza
n=0
R. Sia [a,b] Clxg — R,x0 + R[. Allora la somma della serie s(z) é integrabile
su [a,b] e si ha

/abs(x) dx—gan~/ab(x:co)” dx =

> b—xo)" ! — (a — zp) !
:Zan-( )n+(1 i (2.12)

In particolare

)n+1

S@)=an- (@ — o)™
n=0

- (2.13)

& una primitiva di s(z) in ]z — R,z + R|.

DIMOSTRAZIONE: Basta pensare che in [a,b] Clzg — R,z + R la convergenza
della serie & uniforme e che quindi si puo integrare a termine a termine. O

Riflettendo su quanto abbiamo dimostrato, possiamo concludere che la somma
di una serie di potenze di centro xy & una funzione di classe C*°(Jzg— R, xo+ R|).
Infatti la sua derivata e fornita da una serie di potenze che ha ancora raggio
di convergenza R. Ma la serie derivata si puo ulteriormente derivare ottenendo
una serie derivata seconda che ha ancora raggio di convergenza R, e cosi via. ...
Ci possiamo chiedere se ogni funzione di classe C*°(I), essendo I un intervallo
aperto di centro xg, € somma di una serie di potenze. Vedremo che non sempre
& cosi.

2.3 Sviluppi in serie di Taylor

Cominciamo subito a fornire una condizione sufficiente per la sviluppabilita in
serie di una funzione.

Teorema 2.3.1. Sia f(x) una funzione definita su un intervallo I =]zo—h, xo+
h[; si supponga inoltre f di classe C*°(I). Se esiste una costante M > 0 tale
che

|
‘f(")(:v)‘ SM.%, vneN,Vzel, (2.14)

allora la serie
n
ZJ — (@ — )" (2.15)

¢ puntualmente convergente in I e la sua somma ¢ f(x). Si pud inoltre dimo-
strare che la serie converge uniformemente alla sua somma in [xg — €, z, + /]
con 0 <l < h.
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DIMOSTRAZIONE: Possiamo applicare la formula di Taylor con il resto di La-
grange per un arbitrario valore di n, dal momento che f € C*(I). Allora
otteniamo

f//(:L,O)

f(z) = f(zo) + f(x0)(x — xo) + (x—20)2 4+

2!
(n) (n+1)

essendo & strettamente compreso tra x e xg. Ossia

[f D) n+1 (n+ 1! |z —zo[™*!
7@) = Pata)| = Sl —wl < M SR R =
_ n+1
= M-%%O,n%—i—oo.

Abbiamo qui denotato con P, (x) I'n-esimo polinomio di Taylor con centro zg.
|z — o]

h

tende a 0 quando n tende a +oo.

Osserviamo che nelle ipotesi da noi fatte

< 1 e quindi

|z — x|t

M hn+1

O

IX £

La serie Z fi(ilio)(x —x0)" si dice la serie di Taylor della funzione f(x) con
n=0

centro in xg.

I seguenti corollari sono utili nelle applicazioni

Corollario 2.3.2. Se nelle ipotesi del teorema precedente supponiamo che esista
L > 0 tale che

‘f(")(as)’ <L" VneN, Vxel,

allora f(x) & sviluppabile in serie di Taylor in I.

DIMOSTRAZIONE: Ricordando la dimostrazione precedente si trova

|F+D (&) . . I — |+
[f(z) = Pala)| = m\x—xol <L H.TOI)!

Ma quale che sia il numero reale o, vale lim —
n—+oo N

a=L- |z — x|, si conclude che lirf |f(z) — P,(x)] = 0.
n—+00

n
= 0. Dunque, prendendo
O

Corollario 2.3.3. Se nelle ipotesi del teorema precedente supponiamo che esista
K > 0 tale che

‘f(")(m)‘ <K, VneN,Vexel,

allora f(x) & sviluppabile in serie di Taylor in I.
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DiMOSTRAZIONE: Ricordando la dimostrazione precedente si trova

f )] |z — o
- P, = —z"T < K-
(@) = Po(a)] R I ey
Si conclude, come nel precdente corollario, che lim |f(z) — P,(x)| =0.

n—-4o0o

O

Possiamo ora mostrare come la condizione f € C°°(I) non basti per la svilup-
pabilita in serie di Taylor di una funzione.

Esempio 2.3.1. La funzione

e sex # 0
flx) =

0 sex = 0.

¢ di classe C*°(R), ma non ¢ sviluppabile in serie di Taylor con centro in xy = 0.

11 fatto che la funzione f(x) sia di classe C*°(R) richiede una valutazione attenta
solo in corrispondenza al punto xy = 0. Infatti per = # 0, e~ & derivabile
di ogni ordine, essendo composta di funzioni che hanno derivate di ogni ordine.
Esaminiamo la situazione in zo = 0. Conviene fare ricorso al limite del rapporto
incrementale:
1 1
e =22 —0 e =2

f/(0) = lim = lim =0,

z—=0 x—0 z—=0 T

o P . . . . .
dal momento che ™ =2 € un infinitesimo d’ordine maggiore di ogni ordine reale

per z — 0. Analogamente (procedendo per induzione, se si vuole essere raffina-
ti), si puo dimostrare che f(”)(O) =0, per ogni n € N. Dunque la funzione data
¢ una funzione di classe C*°(R). Tuttavia non ¢ sviluppabile in serie di potenze
con centro in zo = 0. Infatti, essendo f(™(0) = 0, per ogni n € N, la somma
della serie di Taylor relativa e la funzione identicamente nulla, che € ben diversa
dalla funzione f(x) considerata.

I )

n!

n=0

O

Definizione 2.3.1. Diremo che una funzione f: E(C R) — R ¢ analitica in un
punto xg € E se essa ¢ somma di una serie di potenze con centro xy convergente
i un intervallo I di centro xg. Notiamo che la serie di potenze di cui si parla
¢& necessariamente la serie di Taylor della funzione. Diremo poi che f(x) é
analitica in E se e analitica in ogni punto di E.

Dunque possiamo concludere che la precedente funzione dell’esempio (2.3) & una
funzione di classe C°*°(R), ma non analitica in R. Talvolta le funzioni analitiche
si indicano con la notazione C* e, per quanto visto, in generale, C*(E) & C*(E).
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2.4 Sviluppi in serie di Taylor di alcune funzioni
elementari

Considereremo ora lo sviluppo in serie di Taylor di alcune funzioni elementari.
Questi sviluppi potranno essere utili spesso per valutare certi limiti che coin-
volgono quelle funzioni. Si noti anche che spesso sara o = 0. In questo caso e
tradizionale dire che lo sviluppo in serie che si considera & quello di Maclaurin.’

2.4.1 La funzione esponenziale

Per f(z) = e® i calcoli sono particolarmente semplici, poiché f(™(z) = e*, per
ognin € Ne f(”)(O) =1, per ogni n € N. Dunque z¢o = 0. Se prendiamo un
qualsiasi intervallo | — R, R[, con R > 0, otteniamo che |f(™(z)| < K = €.
Dunque, applicando il Corollario (2.3.3), si vede che la funzione esponenziale &
sviluppabile in serie di Taylor (Maclaurin) su ogni intervallo | — R, R[. Si ottiene

z z? a3 " X g
e :1+x+§+§+---+ﬁ+~--:zoﬁ. (2.16)

Per Darbitrarieta di R > 0 si conclude che la somma della serie & la funzione e”®
quale che sia € R. Come gia sappiamo la serie esponenziale (ed ora sappiamo
perché si chiama cos{) & convergente assolutamente su tutta la retta reale. Si
puo dimostrare che & uniformemente convergente su ogni insieme limitato di R.

2.4.2 Le funzioni senx e cosx, senhx e coshx

Se f(x) = senz, si trova facilmente f'(z) = cosz, f"(x) = —senz, f"(x) =
—cosz, fIV(x) = senx. Dunque, per induzione, si trova

fU4) () = senu,
FERFD () cos z,
fERF2 () = —senu,
fAk+3) (x) —coszT,

1Colin Maclaurin (1698-1746) introdusse il caso particolare delle serie di Taylor nel suo
Treatise on fluxions, nel quale si proponeva di fondare in modo logicamente rigoroso il calcolo
infinitesimale inventato da Newton. Figlio e nipote di pastori della Chiesa Presbiteriana, entro
all’etad di undici anni all’Universita di Glasgow dove scopri la sua passione per la matematica
attraverso la lettura degli Elementi di Euclide. Silaured (Master of Arts) all’eta di quattordici
anni con una tesi sulla teoria della gravitazione universale di Newton. Nel 1717 fu nominato
professore di matematica al Marischal College dell’Universita di Aberdeen. Dopo varie vicende
ottenne la cattedra di matematica all’Universita di Edinburgh, avendo dalla sua parte anche
I’appoggio di Newton che si offri di coprire parzialmente - venti sterline all’anno - le spese del
suo stipendio. A Edinburgh rimase fino alla morte, si sposo ed ebbe sette figli, fu tra coloro
che trasformarono la Medical Society di Edinburgh nella piti ampia Royal Society.
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per k€ N, e, in 2y = 0,

) = o,
4k+1)(0) _ 17
f(4’“+2)(0> =0
4k+3)(0) _]_7

per k € N. Inoltre vale | f("™)(z)| < 1 per ogni z € R. La funzione sen z & dunque
sviluppabile in serie di Taylor su tutto R e il suo sviluppo e

3 Zb x7 too ., p2n+l
Analogamente, per f(z) = cosz, con z¢ = 0, si trova
FU%) (1) = cosa, ARV (2) = —senz, fH*F2) () = — cos, ) (2) = senz,

per k € N, e, in g =0,
FE(0) =1, fFUR(0) = 0, fFHFD(0) = —1, 49 (0) = 0.

Dunque, con considerazioni analoghe a quelle per il seno, la funzione coseno &
sviluppabile in serie di Taylor (Maclaurin) su tutta la retta reale e si ha

22 ot 46 too 22n
cosz =1—— 51 +E—a+--~:nz:%(—1) et (2.18)

senhz = — (2.19)
coshx = %. (2.20)

I loro sviluppi in serie di Taylor, convergenti su tutto R, ottenuti con conside-
razioni analoghe alle precedenti, sono

O B T p2ntl
h — o4z —_— 2.21
senh x x+3'+5'+7'+ :0(2”+1)!’ ( )
22 gt g T on
coshz = 1+§+Z+a+~-:§::07(2n)!. (2.22)

2.4.3 La serie binomiale

Ci occuperemo dello sviluppo in serie di Maclaurin della funzione f(z) = (1 +
x)®, con o € R. La funzione considerata ¢ definita per x > —1se « € Re « # 0;
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se a > 0 & definita per x > —1; se @ € N & definita su tutto R; infine se o &
un intero negativo ¢ definita per x € R, z # —1. Il caso o € N & banale poiché
si riduce al calcolo del binomio di Newton. Supporremo percido o € R\ N. La
funzione f(z) ha derivate di ogni ordine sul suo dominio e precisamente

fM@E)=a-(a=1)---(a—n+1)- (142", (neN).
Al solito f(O)(x) = f(z). Percio

f(”)(o) a-(a—1)-(a—n+1) _ <a)

n

n! n!

Abbiamo esteso a valori a ¢ N la definizione e notazione dei coefficienti bino-
miali.

(a) _a(a-1) (a-n+1) (229

La serie di Maclaurin relativa alla funzione f(x) = (142)%, con centro in 2 = 0,

¢ dunque
«@ a\ o a\ ,
1+<1)x+(2>x + +(n>x +..., (2.24)

che diremo serie binomiale.

Dimostriamo che il raggio convergenza della serie binomiale ¢ R = 1 e che in
]| —1,1] la serie ha come somma la funzione (1+ ). Prendendo i valori assoluti
dei termini della serie e supponendo = # 0, si trova

n41 (nil) 'xn“‘ a—n x‘
S (GF R TR
Gn41

Si trova facilmente lim = |z|. Si conclude che la serie converge assolu-

n—-+oo an
tamente se |z| < 1, non converge se |x| > 1, mentre resta dubbio in generale il

caso |z| = 1. Mostriamo ora che la somma della serie & proprio (1 + z)%. Di-
+oo

ciamo comunque f(x) = g (a) ™ su I =] —1,1[. Sappiamo che f € C>*(I).

n
n=0

Allora si puo calcolare f/(z) derivando a termine a termine:

() = <T)+2(‘;>x++n <z>x”1+

Si osserva poi che

R
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e quindi
! fr— . a_l DR . a_l n71
fllz)=a+a ( ] )x—i— + <n_1>x +....
Allora
-1
(14+a)-f(@) = a+[a+a.(o‘l >]x+~~+

I +
Q | —
| —| Q
—
M
N | |
_ Q
N
S S~—
+ +
~——~ R
N Q .
~—— —~
HM o
S
+ —_
~_
| I
+ 5
A/~ +
N~
&Q
+ Il
|._l
I

= f().

Si e tenuto conto per stabilire l'uguaglianza che anche per i coefficienti binomiali
cosi generalizzati vale la relazione

(o) (0)=0)

Allora la funzione (1{&;& ¢ costante su I dal momento che ha derivata nulla su
I:
@) () ) —af@)
(14 x) (14 x)at? ’
Poiché infine (1’13& in x = 0 vale 1, si conclude che vale 1 su tutto I. Dunque
1+2)*=1+ (?)Z’-‘r (§>x2+...+ (O‘>x”+..., “l<z<1. (2.25)
n
Sono interessanti alcuni casi particolari. Se a = —1, si ha
-1\ _ (=1)(=2)...(=1=n+1) (=1)"-n! ~(—1)n
n) n! N n! N ’
Si ritrova la serie geometrica di ragione —x:
1
m:1—x+x2—x3+~-~+(—l)m-x”+...
Se a = f%, vale
N N e I e e RV
n n!
_(=D™ 1:3----(2n—1)
B on n! B
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Qui si & definito 2n — 1)1 =1-3-----2n—-1)e 2n)! =2-4.-... (2n). 1
simbolo m!! si dice il semifattoriale di m e, come risulta da quanto precede, ha
una definizione diversa a seconda che m sia pari o dispari. Si trova allora

1 1 1-3 1-3-5 (2n — 1N
=1-= —% 3 )"+ ... (2.2
T+ 2T Tagt Tt g v 220)
Infine, se o = %, otteniamo
B i Genty
n n!
_ (—1)nt 1~1-3----~(2n—3)_
N 2n n! N
_ (_1>n_11~1-3---~-(2n—3):(_1)n_1(2n—3)!!
2-4-----(2n) @2n)!!

per n > 2, mentre per n = 1 si ha (%) = % In definitiva

1 1 1-3
Vidr=1+-0— —a?+

. (2n —3)!!
2 2-4 2-4-6

R A Ol

™ +...(2.27)

2.4.4 Altri sviluppi in serie di Maclaurin

Conviene mettere in evidenza un’osservazione che ci permettera di calcolare
agevolmente lo sviluppo di Maclaurin di alcune funzioni, noto che sia lo sviluppo
della loro derivata.

Lemma 2.4.1. Sia f(x) una funzione derivabile in I =] — h,h[, h > 0; se in I
st ha

flx)=a1+ag x4+ +a, 2" +..., (2.28)

allora, detto ag = f(0), vale

f(x):a0+a1x+%x2++a7n
n

5 L (2.29)

DIMOSTRAZIONE: Le due serie (2.28) e (2.29) hanno lo stesso intervallo di con-
vergenza e inoltre (2.29) si puo derivare a termine a termine ottenendo (2.28).
La somma di (2.29) e f(z) possono differire al pid per una costante su I, ma
poiché hanno lo stesso valore in z = 0, concludiamo che (2.29) ha come somma
su I la funzione f(z).

0O

Possiamo osservare che cio equivale a integrare tra 0 e x a termine a termine la
(2.28).
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Sviluppo del logaritmo

Poiché, come si & visto,

1
—=l-ag+a? =24 (=) 2" ... in]—1,1],

1+
Dlog(1+2x) = 1-&-% e log(1) = 0, troviamo il seguente sviluppo in serie logarit-
mica o di Mercatore, (1668)
2 3 n
log(1 + z) :x—%-i-% e ()" i) =11 (2.30)
n

Qui e altrove verra utilizzato il seguente

Teorema 2.4.2. [Abel] Se una serie di potenze > anx™ ha raggio di con-
vergenza R e converge in © = R, allora la convergenza é uniforme su tutto
[0, R].

Il Teorema di Abel afferma dunque che la somma della serie ¢ una funzione
continua su [0, R], in quanto somma di una serie uniformemente convergente di
funzioni continue. Se la somma della serie & data dalla funzione (necessariamente
continua) f(x) in | — R, R[ si conclude che f(R) = > a,R".
La serie del logaritmo converge anche in x = 1 e quindi la somma della serie
logaritmica per & = 1 (& la serie che abbiamo detto di Leibniz) & log2. In
generale questa serie converge lentamente e non € molto utile per il calcolo del
logaritmo.
Considerando la somma della serie di Mercatore valutata in x e in —z, si trova
la serie detta di Gregory, che & molto piu conveniente per il calcolo effettivo dei
logaritmi

1 +x 3 l.2n+1

X
—92. Lo
1-z @+ g+t

log +...)in]|—1,1]. (2.31)

1
Si trova che =2 perzx = é Dunque, per il log 2 si trova la seguente serie

molto piu velocemente convergente

2 2

“r""‘rm—l—....

2
log2 = = 4 —=
082 =5t 33

Sviluppo dell’arcotangente

1

1752+ Lo sviluppo di quest’ultima funzione si ottiene

La derivata di arctanx e

dal precedente sviluppo, sostituendo x con 22. Si trova
1
m:17x2+x47x6+~~~+(71)"71~x2”+... in]—1,1].
Tenuto conto che arctan(0) = 0 si trova finalmente
3 5 2n+1
arctans = x — % + % B (—1)"*123;ﬁ b - 1,1 (2.32)
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Questa serie che si dice ciclometrica converge, per il criterio di Leibniz, anche in
x = 1 e per il citato teorema di Abel (2.4.2) la sua somma ¢ proprio arctan 1 = 7.
Dunque

! +
2n+1

s 1 1
Ll -4 (="?
4 3+5 +(=1)

Sviluppo dell’arcoseno

Se f(z) = arcsenz, f'(x) = \/11_7 Dunque, poiché

1 1 1-3 (2n — )N
ISR ST . S0 BTSRRI C.l il Lt YU 2.33
Vi NP LA G ° +o (2.33)
si ha
122  1-3a° (2n — )N 22 HL
_ .1 1-32> | 2.34
arcsen x x+23+2.45+ + (2! 2n+1+ ( )

Per x = % si trova la seguente espressione per 7, pid rapidamente convergente
di quella dedotta dallo sviluppo dell’arcotangente.

™ LN S S - U SO e LU B §
NG 232245 2 2n)l 2n+1 27

+ ...

2.5 Serie di potenze nel campo complesso

Prima di studiare le serie di potenze nel campo complesso, sara opportuno esten-
dere le nozioni di continuita, limite e derivata a funzioni di variabile complessa
e a valori complessi. Sara un compito semplice e rapido, perché sostanzialmente
le nozioni sono quelle che abbiamo incontrato per funzioni f: R — R, pur di
fare i necessari cambiamenti per adattarci al nuovo ambiente. In pratica: |w| &
il modulo del numero complesso w = u + v, cioé |w| = vu? + v2; intorno di un
punto w ¢ ogni soprainsieme di un disco di centro w e raggio r > 0.

Definizione 2.5.1. [Continuita.] Diremo che una funzione f: D(C C) — C ¢
continua i zg € D se

Ve > 035 > 0 tale che Vz € D, |z — 29| <= |f(2) — f(20)] < €.
FEquivalentemente, se
V'V intorno di f(z¢) 3U intorno di zg tale che Vz € D, z € U = f(z) e V.

Una funzione e continua su tutto D se é continua in ogni punto di D.

Definizione 2.5.2. [Limite.] Data una funzione f: D(C C) — C, se zy & punto
d’accumulazione per D, diremo che

lim f(z)=¢eC

Z—Z20
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se
Ve>030>0talecheVze D, 0<|z—2| <d=|f(z) = (| <e.

FEquivalentemente, se

VYV intorno di ¢, 3U intorno di zq tale che Vz € DNU\ {20} si ha f(z) e V.

Analogamente si puo definire il limite infinito o per z — oo.

g, e =ce
se
VK >030 >0talecheVz€ D, 0<|z— 20| <d=|f(2)] > K.
lim f(z)=feC
Z—r 00
se

Ve>03H >0talecheVze D, |z| > H=|f(z) —{| <e.
Ovviamente potra verificarsi [’eventualita che sia

ILm f(z) =00.

Lasciamo al lettore il compito di esplicitare questo definizione con disuguaglianze
come pure di esprimere le tre ultime definizioni con il linguaggio degli intorni.

Definizione 2.5.3. [Derivabilitd.] Diremo che una funzione f: D(C C) — C
e derivabile, in senso complesso, in zg € D se

lim f(z) = f(20)

zZ—20 zZ— 20

=(eC.

1l limite del rapporto incrementale si dira la derivata di f in zg. Useremo le
sequenti notazioni

. f(2) = f(20) / df

lim —————= = f'(20) = (Df)(20) = =—(20) -
Jim B0 (o) = (DF) () = (o)
Le regole di derivazioni gia note nel campo reale continuano a valere nel campo
complesso, poiché sono basate sulla nozione di limite che e sostanzialmente
invariata. In particolare, per n > 2,
2" —zy

lim = lim (2" 42" g b ) =0t
zZ—z0 2 — ZO zZ—r 20
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Ovviamente D(z) =1 e inoltre D(k) = 0,k € C. In conclusione, se f(z) e g(z)
sono funzioni derivabili in senso complesso, abbiamo le regole di derivazione gia
note:

D(a-f(z) = a-f(2)
D(f(z)+9(2) = f(z)+4(2)
D(f(2)-9(z) = [f(2)-9(z)+ f(z) ¢'(2)

(

La derivazione dunque & un’operazione lineare e quindi sappiamo derivare ogni
polinomio. Se P(z) = apz™ +a12" ' + -+ + ay,_12z + ay,, allora

P(z) = D (aoz” +a12" P a2+ an) =
= napz" '+ (n—1a1z" 2+ Fan_.
Infine osserviamo che, se n > 0,n € N, z # 0,

1 —n -z 1 -n

D(’Z_n) = D(an) = Z2n = Zn+1

=-n-z

Cioe la regola D(z™) = m - 2™~! vale per ogni m € Z.

Non tutte le funzioni di variabile complessa sono derivabili. Per esempio la
funzione f(z) = z, dove Z indica il complesso coniugato di z, non lo & . Infatti,
se z =z + Yo,

Z— 20

T — 1Yo — To + Yo T — Zg

lim = lim - ~— = lim =1,
z2=rz20 Z — 20 =z T + 1Yo — Lo — 1Yo T—T0 X — Lo
mentre se z = xg + 1y
Z—Z To— 1Y — T 7 —i(y —
lim 0 _ piy T =W ToFiye g Ty

=20 2 — 29 Y=Y To + 1Y — o — 1Yo  y—vo (Y — Yo)

Dunque il limite non ¢ indipendente dalla direzione lungo la quale lo si calcola.
Percid non esiste il limite in senso complesso. Un’altra funzione di variabile
complessa non derivabile ¢ f(z) = |z|. Si trova con qualche calcolo che, se
z = x + 1yg, allora

lim 7|Z| ~ || = lim \/IQ +y§ — \/Ig .+ i - )
z2—z20 2 — 20 z—=zo T+ 1Yo — To — Wo |0l

mentre se z = xg + 1y

hmM:hm \/93(2)+§/2*\/1’3’+y§:_.y70 Zo
z=z0 2 — 20 y=yo  Xo + 1Y — To — Wo |20} |20]
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Definizione 2.5.4. Data una successione (an)nen di numeri complessi, la serie
di funzioni

+oo
Z an - (2 —20)", (2.35)
n=0

si dice una serie di potenze nel campo complesso di centro zg e coefficienti a,.

Anche nel caso complesso vale un Lemma di Abel, che gia conosciamo per le
serie di potenze nel campo reale (2.2.1)

Lemma 2.5.1. [Abel]. Sia data la serie di potenze (2.35),

+oo
Zan (z—z0)".
n=0

Se la serie converge per qualche valore z* € C, converge per ogni z € C tale che
|z — 20| < |2* — 2o].

La dimostrazione si fa come nel caso reale, pur di intendere che al posto del
valore assoluto, dove appare, c’e¢ il modulo. Analogamente si puo stabilire un
teorema che descrive il dominio di convergenza di una serie di potenze

Teorema 2.5.2. Sia data la serie di potenze (2.85),

“+o0
Zan (z—z0)".
n=0

Esiste un numero R > 0 tale che il dominio di convergenza della serie e con-
tenuto in un disco chiuso di centro zy e raggio R. I casi R = 0 e R = 400
sono possibili. 1l dominio di convergenza accidentale A C {z: |z — 29| = R} puo

essere vuoto o essere strettamente contenuto o coincidere con la circonferenza
{z: ]z — 20| = R}.

Il raggio di convergenza della serie, analogamente al caso reale, ¢ dato da

+oo
R= sup{|z Sk Zan - (z — 2z9)" converge } .

n=0
400
(a) Se consideriamo la serie geometrica E 2", sappiamo che R = 1 e che
n=0

essa non converge per |z| = 1. Infatti se |z| = 1 il termine generale non &
infinitesimo. Dunque A = (), e l'insieme di convergenza ¢ K = {z: |z| <

1.

+oo n
. . . z . An41 n—+1
(b) Se consideriamo la serie E per essa lim = |z|- = |z|.
—n +1 n—+oo  ay, n+2

Di qui si deduce che il raggio di convergenza della serie ¢ R = 1. Infatti la
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serie converge per |z| < 1 e diverge per |z| > 1. Che cosa si puo dire per

+oo
|z =17 Se z =1 si trova la serie armonica (1.16) Z 1 che diverge,
n=0
+oo
ma se z = —1 si trova la serie di Leibniz (1.34), Z(—l)” : L, che ¢
n+1

n=0
convergente. Dunque A C {z: |z| =1,z # 1} e K C {z: |2] <1,z # 1}.

+oo n
z

(c) Se consideriamo la serie Z ——, troviamo, con considerazioni analo-

o (R 1
ghe a quelle fatte in precedenza, che R = 1. Se poi |z| = 1, per il criterio
+oo
sull’ordine d’infinitesimo, converge la serie —
serie per |z| < 1. Dunque A ={z: |z| =1} e K ={z: |z| < 1}.

e quindi la nostra

Come nel caso reale, si stabilisce che la somma di una serie di potenze &
una funzione continua e derivabile nel cerchio di convergenza regolare CZRO =
{z: ]z — 20| < R}. In particolare, vale anche nel campo complesso il teorema di
derivabilita a termine a termine (2.2.3). Dunque una serie di potenze rappre-
senta in CZIE una funzione f(z) di classe C*>°. Osservando poi che, esattamente
come nel caso reale,

F®)(20) =kl ap, k€N,

si puo scrivere

Cioe la somma di una serie di potenze € una funzione analitica in zy, essendo ivi

sviluppabile in serie di Taylor. Anzi si puo dimostrare che ¢ analitica almeno in
.. . . R

tutti i punti di C7.

2.6 Funzioni elementari nel campo complesso

2.6.1 La funzione esponenziale

Definizione 2.6.1. Definiamo la funzione e* come la somma della serie espo-
nenziale

2 3 n

z __ z i

Poiché come abbiamo piu volte osservato, la serie esponenziale converge asso-
lutamente per ogni z € C, concludiamo che la somma della serie esponenziale
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definisce in tutto C una funzione di classe C*°. Si vede poi facilmente che la
derivata a termine a termine della serie esponenziale ¢ la serie stessa. Dunque

D(e*)=¢*

Nella definizione abbiamo scelto come centro 1'origine di C. Che cosa accade se
scegliamo un centro zg # 0 e calcoliamo la serie di Taylor relativa a quel punto
? Otteniamo la serie

20
2!

La serie ¢ convergente per ogni z € C. Infatti, se a,, € il modulo dell’n-esimo
termine della serie, si trova

e*o

ezo+ezo.(z_ZO)+ (2_20)2‘1’_’_?(2—20)"4—

le¥] 1, _ +1
Gnt1 _ (n41)! |z — 20" _ |2 — 20| 5 0.1 — 400
R '

Si puo dimostrare che la somma della serie di Taylor di e* con centro in zq
convergente in tutto C anche nel campo complesso alla funzione e?. Si trova in
definitiva

ZOO (z = =)"
€7 = % . 0 — %0 . 6(2’*20) )

n=0

Se poniamo z; = z — 2y e dunque z = 2y + 21, la precedente relazione si scrive

et = g% e®1 (2.37)
Dunque, anche nel campo complesso vale la relazione funzionale d’addizione
dell’esponenziale.
2.6.2 Le funzioni seno e coseno

Definiremo la funzione seno di un numero complesso z come somma della se-
guente serie assolutamente convergente in tutto C.

2,3 25 27 1 ZZn—l
sen z — Z_§+§_F++(_1) m+:
+oo L Zanl

n=1

Analogamente definiremo la funzione coseno di un numero complesso z come
somma della seguente serie assolutamente convergente in tutto C.

cosz = 1—§+Efa+...+(,1)

+oo 2n

- Z(_w(;n)! . (2.39)
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2.6.3 Le formule d’Eulero

Se ora valutiamo

(2 | (2P | ()"

e = 1+ (iz) + TR TR S el S
- 1 . Z2 . 23 2’4
= +z-z—§—z-§—|—ﬂ+...

Si puo dimostrare che sotto I'ipotesi di convergenza assoluta (che qui & verificata)
una serie puo essere permutata e associata arbitrariamente, senza alterarne la
somma. Qui potremo associare tutti i termini che contengono esplicitamente la
1 e quelli che non la contengono, ottenendo

; Z2 24 2’6 . 2’3 Z5 2’7
e :<1—2'+4'_6'+>+Z<Z—3'+5'—7'+),

e =cosz+i-senz . (2.40)
La precedente e la formula per —i - z:
i

e ¥ =cosz—1i-senz

si dicono le prime formule d’Eulero. A partire da queste, per somma e sottra-
zione, si trovano le seconde formule d’Eulero

i 4 =iz
cosz = f
senz = % . (2.41)
Se z = x + iy, con z,y € R, allora
eF = e"TW =% . W =% . (cosy +i-seny). (2.42)

La precedente formula puo essere vista come una definizione alternativa del-
I’esponenziale nel campo complesso. Questo punto di vista & confortato dalla
seguente osservazione. Se consideriamo il limite per n — +oo della successione
di numeri complessi

T 41y

(1+ ), yeR

troviamo che tale limite & proprio e® - (cosy + @ - seny). Infatti si trova che il
limite del modulo della successione

. 1 2 2 n/2
Ty :|:1+.<2x+w>]
n n

14 20
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¢ proprio e®. Si vede poi che il limite dell’argomento della successione ¢ y. Qui
T+ iy

la discussione & un po’ delicata. La parte reale di (1 + ) tende a 1, per

n — +00; percio ¢ positiva per valori di n sufficientemente grandi. Percio un
argomento del numero complesso (1 + 14:;,)7 che diremo I’argomento principale
del numero (denotato con Arg - si veda a pag. 60), & compreso tra —w/2 e 7/2:

Arg(1+erZy):arctany/in:arctan .
(n+z)/n n+ax
Allora
T+ 1y T+ 1y y/n
1 " — . Arg (1 — n-arctan — 2 sy,
arg (1 + - ) n-Arg(l+ - ) narcall(n+x)/n Yy

E chiaro allora che la formula d’addizione dell’esponenziale si puo stabilire a
partire dalla definizione di e, come segue: e* = e*T% = e%(cos x + isen y).

Ricordiamo infine come paradigmatica la formula

™ =1 (2.43)
che simbolizza I'unita della Matematica, perché e rappresenta 1’Analisi, 7 rap-
presenta 1’Algebra e 7 la Geometria.

A partire dalle precedenti formule d’Eulero (2.40) e (2.41), si verifica facilmente,
con qualche calcolo, che valgono le formule d’addizione per sen z e cos z:

cos(z1 +22) = cCOSz1-COSzy —Senzy-Senze e

sen (21 + 2z2) = senzj-coszg + CoSzy - Sen 2 .
Infine vale pure la formula fondamentale
sen?z +cos’z =1,

per ogni z € C. Sono poi da ricordare le formule

sen (iz) 1 - senh(2)

cos (iz) = cosh(z),

per ogni z € C.

2.6.4 La funzione logaritmo

Sia dato un numero complesso z # 0. In forma esponenziale si scrivera z = p-e*?,

dove p ¢ il modulo di z e ¥ & un suo argomento. Un numero w = x + ¢y si dira
un logaritmo di z se
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cioe se
T =" W =p. e,
Ricordiamo che due numeri complessi sono uguali se e solo se hanno lo stesso
modulo ed i loro argomenti differiscono per multipli di 2 - 7. Percio avremo
T —
€ = P,
y = 94+k-2mke’Z.

Dunque ogni numero complesso z # 0 ha infiniti logaritmi, precisamente tutti i
numeri complessi

w=log(p) +i-(I+k-2m)=1log(|z|) +i- (arg (2) + k- 27), (2.44)

con k € Z.

Per esempio il numero z = 2¢ ha gli infiniti logaritmi log(2i) = log(2) +i- (/2 +
k-2m), k € Z.

Dunque log(z) non & una funzione nel campo complesso.

Al fine di ottenere una funzione, cioe¢ una legge che a ogni numero complesso z #
0 faccia corrispondere un unico numero complesso, si deve limitare la variabilita
dell’argomento del numero complesso z a quello che si dice il valore principale
dell’argomento, denotato con Arg (z). Si sceglie comunemente un intervallo di
ampiezza 27 che & {z: 0 < z < 27} o piuttosto {z: —7 < z < w}. Naturalmente
andra precisato ogni volta quale sia I’argomento principale scelto. In questo
modo otterremo la determinazione principale del logaritmo di un numero z # 0,
data da log(z) = log(]z|) + i - Arg(z). In particolare, quale che sia la scelta
fatta, il valore principale del logaritmo di 2i & log(2¢) = log(2) + 7 - 7/2, mentre
log(—5) =log(5) +i-7m. Se a # 0, a € C, definiremo

z z-log a

a‘ =e _ ez.(log\a|—i—i~Arg (a)+i~k27r)’ Lel. (2.45)

Dunque a® cessa di essere una funzione, a meno che non si scelga la determi-
nazione principale del logaritmo. Da questo punto di vista, anche e?, quale

I’abbiamo definito, & la determinazione principale dell’esponenziale.
Le stesse considerazioni si possono fare per z* = e*1°¢# con o € C e z € C\ {0}.

2.6.5 Cenno all’arcoseno e all’arcotangente

Assegnato z € C, risolvendo 'equazione

z=senw = ———,
si trova

w = —ilog iz + (1 — z2)1/2} = arcsen(z),
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dove per (1 —22)1/ 2 si debbono considerare i due valori possibili e per il logaritmo
gli infiniti possibili valori. Dunque 'arcoseno cessa di essere una funzione nel
campo complesso. Tuttavia se ne puo isolare una determinazione principale,
come si e fatto per il logaritmo, lavorando in un opportuno sottoinsieme del
campo complesso.

Analogamente, assegnato z € C, risolvendo ’equazione

eiw _ efiw

etw + e—tw’

1 | 1412 1 ) 1—z ;
w= o Og(l—iz) = 5, log <z+z> = arctan(z).
Anche questa non ¢ una funzione definita su C, poiché ha infiniti valori, ma
la scelta della determinazione principale del logaritmo, conduce a definire la
determinazione principale dell’arcotangente. Se prendiamo la restrizione della
funzione e* alla striscia S = {z = z +iy: ¢ € R,|y| < w}, allora l'inversa di
questa restrizione e la determinazione principale del logaritmo. Tale funzione
¢ derivabile in senso complesso e vale la stessa regola valida per la derivabilita
delle funzioni invertibili a valori reali. Se w = log z, z = €%, si ha

z=tanw = —1 -

si trova

1
D(1 = = ==
(log 2) D(ew) ev 2z

Si trova poi, che anche nel campo complesso vale

1
14 22

D(arctanz) =



