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0 Note e Prerequisiti

La Premessa segue questa breve sezione di note.

0.1 Note tecniche sul testo

Nota 1. Questo testo fa una scelta dra-
stica: usa entrambi gli standard del punto

decimale e della virgola decimale, per abi-

tuare lo studente, e, volendosi limitare,

considerera solo occasionalmente lo stan-
dard del punto a mezza altezza.

Inoltre, seguendo il N.I.S.T. (National
Institute of Standards and Technology)

statunitense, di solito usera lo spazietto
come separatore delle terne di cifre.

Nota 2. Attualmente la separazione della parole in fine riga, fatta
automaticamente dall’editor di testo, non sempre corrisponde alla
grammatica italiana.

Nota 3. SI PREGA DI AVVERTIRE
L’AUTORE DI OGNI ERRORE
ANCHE SE MINUSCOLO, GRAZIE!

Nota 4. In questo testo ¢ usato il simbolo ~ per indicare “circa"
com’e previsto dallo standard ISO. Ma in futuro sempre di piu si
usera anche il simbolo ~ tradizionalmente usato in Farmacia.
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Nota 5. Per le Lezioni fino alla 31 una revisione é stata fatta
dal Dott. Lorenzo Girella. Perd poi il testo ha subito nuove vari-
azioni.

Nota 6. Il testo ¢ organizzato

per un corso da 40 ore;

per un corso da 64 ore.
Alla fine ci sono 2 Lezioni soprannumerarie, sperabilmente gradite.
Si veda 'Indice ipertestuale delle Lezioni.

Nota 7.

Legenda per gli esercizi

+ € richiesto il valore esatto. Puo anche essere +oco, —oco0, 0 una frase.

~ ¢ richiesta una ragionevole approssimazione.

% ¢& richiesto il valore in percentuale, se serve ragionevolmente approssimato.

(R) & richiesto solo il risultato.
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0.2 Valori numerici fondamentali

Alla fine di questo corso ci si aspetta che lo studente conosca a
memoria questi numeri:

5 = 0.3 =0.33333333333... (periodico; valore esatto) ~ 0.333 ~ 0.33

% ~ 1.618 (sezione aurea)

¢

7~ 3.14 (pi greco)

e~ 2.718 (Numero di Nepero o di Eulero)

lg 2~ 0.3 (logaritmo decimale di 2, cioé logy,2)
lg e ~ 0.4343 (logaritmo decimale di e, cioé log,,e)
®0.075 ~ 1.96 (un quantile normale)

~ 19.68 un quantile del chi quadrato a 11 gradi di liberta delle
tavole del chi quadrato, variamente denotato dai vari Autori.
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0.3 Prerequisiti
e Geometria elementare minima, dal punto alla sfera. In questo
testo ¢’é comunque un ripasso su quegli argomenti: Lezione 2.

e [ numeri primi: 2 (si anche 2, ma non 1), 3, 5, 7, 11, 13, 17...

e L’algebra dei numeri e con le variabili, per esempio % = % =0,75

2
2241 _ 1 5 L . L
€ GIHP = @) C’é comunque un ampio ripasso: Lezioni 7, 8.

e Le unita di misura, ad un livello basico.
e Semplici operazioni con ore, giorni, settimane, mesi, anni, date.
E in particolare:
o per esempio 3,5 h (cio¢ 3 ore ¢ mezza) dopo le 23 sono le 2:30
(di notte).
o1ld=24h cioe 1 giorno ha 24 ore, da 0 a 24 0 2 volte da 0 a 12
o1 h =60 cioe 1 ora ha 60 minuti

o 1" = 60" cioé 1 minuto ha 60 secondi

o un mese (standard) ha 30 giorni; i mesi da gennaio a dicembre
hanno certe specifiche durate

o 1 anno (standard) ha 365 giorni, 1 anno bisestile ha 366 giorni
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Premessa

Questo ¢ un testo su Statistica e altra Matematica. Soprattutto
la Matematica utile per la Statistica. E, il tutto, con particolare
riferimento alle Scienze della Farmacia.

Il testo é ipertestuale con collegamenti interni, che funzionano su
computer anche offline, e collegamenti a internet.

Grande attenzione ¢ stata posta agli errori pitt comuni: prevenire
¢ meglio che curare. Esistono errori tipici, contro i quali é utile
agire attivamente. Per esempio ritenere che l’arcotangente sia il re-
ciproco della tangente, e invece ¢ 'inversa.. Questo errore consueto
e altri simili sono dovuti ad ambiguita notazionali della matematica
de facto, nello stato in cui si trova oggi scritta. Grande rilevanza
¢ stata data a questo aspetto delle ambiguita notazionali. D’altra
parte, la situazione oggi € tale, incredibilmente, che nemmeno é
chiaro, quando in un testo si trova scritto

2,125

se si intenda quel numero, fra 2 e 3, “due virgola centoventicinque",
oppure “duemilacentoventicinque"!
Troviamo per esempio la relazione fra la nuova e la vecchia unita
di misura del campo magnetico

1 T = 10.000 G su Wikipedia italiana Link ->

1 tesla = 10,000 gauss su Wikipedia in inglese Link ->

D’altra parte a cosa servirebbe sapere i piu sottili teoremi del cal-
colo infinitesimale, se poi si permettera ad Excel, software usatis-
simo nelle scienze applicate, di calcolare

-3"2
in modo erroneo — o, volendo essere benevoli, attenendosi alla con-

venzione tutta sua, di quel software, opposta a quella di pratica-
mente tutta la comunita scientifica? Dice 9 invece che —9. E’ meglio


https://it.wikipedia.org/wiki/Gauss_(unit%C3%A0_di_misura)
https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss_(unit)
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avvertire di questo lo studente. (E pure che un simulatore online
di Excel dice... 9, correttamente; tale ¢ lo stato dell’arte).

Nella simbologia ci si ¢ attenuti in generale allo standard ISO 80000-
2:2009(1) . per esempio tan e non tang né tg per la funzione tangente.
E uno spazietto, eventualmente, seguendo il NIST', come separatore
delle migliaia: 2125.

Ripetutamente si accenna a WolframAlpha: lo Studente dovrebbe
abituarsi a utilizzare questa potentissima intelligenza artificiale disponi-
bile gratuitamente on-line, specialistica per la Matematica (ma sa
molto altro).

Una certa attenzione ¢ stata rivolta-a Wikipedia. Lo Studente
dovrebbe abituarsi a consultarla. L’idea che non sia una fonte at-
tendibile, per gli argomenti di questo testo elementare ¢ — in gen-
erale, ovvio — senz’altro falsa. (Per questioni “sensibili", invece,
alquanto male(?) si potrebbe dire di Wikipedia).

Fonti autorevoli: ‘moltissima Matematica e Statistica Medica si
trova in fonti autorevoli presenti online: PubMed, CDC, OMS...
In questo testo si fanno molti riferimenti a queste fonti indicando
link, familiarizzando con esse lo Studente di Farmacia.

Premesso che non tratteremo degli aspetti materiali della raccolta
dati (questionari, interviste, eccetera), diciamo subito che la Statis-
tica, cosi limitata, € una branca della Matematica, astratta come
tutta la vera Matematica.

La Statistica verra suddivisa in Statistica Descrittiva e Statistica
Inferenziale.

In qualche modo possiamo dire che tutta la matematica che tratter-

1Si veda per esempio https://ja.wikipedia.org/wiki/IS0_80000-2
2Parrebbe che molte pagine siano praticamente “blindate" da gruppi variamente ideolo-
gizzati — anche su questioni di Medicina. E si veda questo Link->


https://www.wolframalpha.com
https://ja.wikipedia.org/wiki/ISO_80000-2
https://www.reuters.com/article/us-security-wikipedia/cia-fbi-computers-used-for-wikipedia-edits-idUSN1642896020070816?fbclid=IwAR32yLeyOucQletDbUm6xCv3X9RIqF0aeC1cLVHiFYcT4c93ZWxXMa0VeNc
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emo, dai numeri alla Statistica Descrittiva, al Calcolo Infinitesimale
e al Calcolo delle Probabilita, é propedeutica per la trattazione della
Statistica Inferenziale.

Nelle Matematiche della certezza, prima Parte del corso, ¢ com-
presa la Statistica Descrittiva, che costituisce il Capitolo IV, e nelle
Matematiche dell’Incertezza ¢ compresa la Statistica Inferenziale,
Capitolo XII, che in qualche modo rappresenta 'apice della trat-
tazione.

La seconda Parte del corso riguarda le Matematiche dell’Incertezza.
Naturalmente, le Matematiche dell’Incertezza non fanno affermazioni
incerte, bensi fanno affermazioni certe su fatti incerti, per esempio
che conviene scommettere (alla pari) che un dado dara un numero
primo piuttosto che un numero quadrato.

La Statistica Inferenziale ¢ poco-insegnata a scuola, e ancor meno
lo era nei decenni passati.

Per uno statistico, ¢ sempre notevole constatare quanto poco pre-
sente sia la mentalita statistica a livello di popolazione italiana. Da
una parte alcuni si attaccano al caso singolo senza rendersi conto di
quanto poco rappresentativo sia della situazione complessiva — in
cio magistralmente teleguidati dai media al soldo dei loro referenti
— e dall’altra qualcuno ti obietta che “4 casi non fanno Statistica",
credono che ci vogliano sempre migliaia di casi, e non é cosi, anzi in
una ricerca che esporremo Fisher, “mostro sacro" della Statistica,
nel suo pionieristico lavoro fece proprio una brillante esperienza di
Statistica con 4 casi; dipende da vari fattori. Certo € vero che nep-
pure migliaia di casi mal scelti bastano a fare buona Statistica, e
questo ¢ un errore sempre in agguato nella Statistica Medica e in
particolare in Farmacia: fare statistiche solo sui soggetti che por-
tano avanti un esperimento fino alle nostre misurazioni finali; come
se fosse la stessa cosa che dei, diciamo, 500, che non completano il
trial, siano morti 1 (che magari sarebbe la norma in quel lasso di
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tempo senza prendere il nostro prodotto sperimentale) oppure 50,
oppure siano tutti andati alle Seichelles a godersi la guarigione: i
drop out sono una catastrofe nella Statistica Medica, e semplice-
mente non considerarli ¢ del tutto fuorviante.

Questo testo tratta alcuni argomenti che sono anche individuati
nel progetto Agenda 2030. Questo progetto, attentamente consider-
ato, risulta un mero strumento (molto ben pitturato) dell’obiettivo
delle élite sovranazionali che di fatto lo promuovono (e negli ul-
timi anni alquanto esplicitamente dichiarato) di ridurre di 7 mil-
iardi le “bocche inutili” (useless mouths) sul pianeta, inutili (per
loro) consumatori di risorse (in primis idrocarburi) ovvero, come
si potrebbe definirli per responsabilizzarli (ma sono esattamente le
stesse persone, fra cui lo scrivente e suoi Lettori) produttori di CO2.
Nondimeno, molti singoli obiettivi dell’Agenda 2030 (che comunque
I"Universita italiana di fatto viene orientata a divulgare) sono molto
condivisibili. In questo testo di Matematica, apprezzandoli, si fara
riferimento a questi:

e il punto 1, “Poverta zero”: con la trattazione della Curva di Pre-
ston ovvero del logaritmo come modello dell’aspettativa di vita in
funzione del PIL pro-capite;

e il punto 3, “Salute e benessere”. con grafici e statistiche di perti-
nenza epidemiologica, con particolare riferimento alla pandemia;

e il punto 5, “Uguaglianza di genere™ con la trattazione del test
statistico su quale sproporzione numerica fra maschi e femmine é
statisticamente significativa per ragionevolmente escludere una flut-
tuazione casuale, e supporre invece I'aborto selettivo e/o infanti-
cidio delle neonate, che é una questione statistica, non una raccolta
indiziaria di “si dice”, che 1a le donne fanno cosi e cosa;

e il punto 10, “ridurre le disuguaglianze” con varianza e altri indici
di variabilita e outliers (e non sia mai che qualcuno pensi che quando
in una commissione internazionale si discute di disuguaglianze so-
cioeconomiche, lo si faccia confrontando i Paesi mediante sequenze
video di case belle e case brutte: i confronti si fanno proprio su in-
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dici di Statistica socioeconomica che misurano la variabilita, come
il Coefficiente di Gini).

Questo testo vorrebbe giungere a dare un po’ di forma mentis
matematica e statistica.

Il testo é cosi organizzato:

PARTE A — MATEMATICHE DELLA CERTEZZA

Sezione A1 — Matematiche elementari
Sezione A2 — Calcolo infinitesimale

PARTE B — MATEMATICHE DELL’'INCERTEZZA
Sezione B1 — Calcolo delle probabilita

Sezione B2 — Statistica Inferenziale

Il testo & organizzato

per un Corso da 40 ore;

per un Corso da 64 ore.
I Corso minore prevede molta meno Statistica Inferenziale, e il
Corso maggiore comprende, fra I’altro, 3 Lezioni di Matematica col
Computer.
Cisono anche 2 Lezioni soprannumerarie, sulle Serie e sulla Matema-
tica delle Epidemie.
Naturalmente si potranno anche utilizzare solo alcune Lezioni.

Si veda I'Indice ipertestuale delle Lezioni.
Al momento, il testo della Lezione 1 dalle pagine 41 a 56 ¢ or-
ganizzato per essere proiettato 2 pagine alla volta, sinistra e destra,

41-42 eccetera.

Il testo, al 2024, ¢ in fieri / work in progress.
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Indice delle 2 Parti, delle 4 Sezioni e dei 12 Capitoli

PARTE A — MATEMATICHE DELLA CERTEZZA

Sezione A1 — Matematiche elementari

[ —— Numeri, Figure, Insiemi, Logica
II —— Funzioni, Algebra e Piano Cartesiano
[IT —— Funzioni elementari, con equazioni e disequazioni

IV —— Statistica Descrittiva

Sezione A2 — Calcolo infinitesimale
V —— Limiti e Serie Geometrica
VI — Derivate e Integrali

PARTE B — MATEMATICHE DELL’INCERTEZZA

Sezione B1 — Calcolo delle probabilita

VII —— Probabilita assiomatica ed elementare
VIII — Variabili aleatorie discrete
[X —— Variabili aleatorie continue

Sezione B2 — Statistica Inferenziale
Nota basale sulla Statistica
X —— Stimatori puntuali e intervallari
XI — Test statistici

XII — Lezioni soprannumerarie

Segue I'Indice ipertestuale delle 40 o 64 Lezioni.
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[ numeri della 1° colonna sono per un corso da 40 ore.
[ numeri della 2° colonna sono per un corso da 64 ore.

400 64h
00 00 Note e Prerequisiti

Indice delle 40 o 64 Lezioni

PARTE A — MATEMATICHE DELLA CERTEZZA

Sezione A1 — Matematiche elementari

[ —— Numeri, Figure, Insiemi, Logica
01 01 I numeri

02 02 Ripasso di Geometria Euclidea Elementare
03 03 Logica delle proposizioni

04 04 La Logica con I'Insiemistica
05 05 Calcolo Combinatorio

[T ——Funzioni, Algebra e Piano Cartesiano
06 06 Funzioni
07 07 Ripasso di Algebra — I parte
// 08 Ripasso di Algebra — II parte (*) v. nota
08 09 Piano cartesiano — I parte
09 10 Piano cartesiano — II parte

10 11 Piano cartesiano — III parte
// 12 Matematica col Computer — Lezione A

IIT — Funzioni elementari, con equazioni e disequazioni
11 13 Funzioni e dis/equazioni ir/razionali
12 14 Esponenziali e logaritmi — I parte
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13 15 Esponenziali e logaritmi — II parte

14 16 Esponenziali e logaritmi — III parte
15 17 Esponenziali e logaritmi — IV parte

16 18 Funzioni trigonometriche

IV —— Statistica descrittiva
17 19 Introduzione alla Statistica Descrittiva

18 20 Bar chart, istogrammi, e altri diagrammi
19 21 Quartili e box-plot

20 22 Variabilita, covarianza e correlazione
21 23 Note finali sulla Statistica Descrittiva

Sezione A2 — Calcolo infinitesimale
V —— Limiti e Serie Geometrica
22 24 Limiti di successioni e serie geometrica
// 25 Limiti e continuita per funzioni reali (*) v. nota

VI —— Derivate e integrali
23 26 Derivate — I parte

24 27 Derivate — II parte
25 28 Applicazioni del Calcolo Differenziale - I

// 29 Applicazioni del Calcolo Differenziale - II (*) v. nota
26 30 L’integrale indefinito

// 31 L’integrale definito (*) v. nota
// 32 Matematica col Computer — Lezione B

PARTE B — MATEMATICHE DELL’'INCERTEZZA
Sezione B1 — Calcolo delle probabilita

VII —— Probabilita assiomatica ed elementare
27 33 Introduzione al Calcolo delle Probabilita

// 34 Concezione assiomatica della probabilita (*) v. nota
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28 35 Sensibilita, specificita, predittivita, ROC
// 36 Probabilita combinatoria

VIII — Variabili aleatorie discrete
29 37 Introduzione alle variabili aleatorie

30 38 Variabili aleatorie discrete
// 39 Variabili aleatorie uniformi e geometriche (*) v. nota

// 40 Leggi congiunte e indipendenza
31 41 Variabili aleatorie binomiali e bimodali

32 42 Speranza matematica e varianza

[X —— Variabili aleatorie continue
33 43 Uniforme continua, di Cauchy, esponenziale

// 44 Quantili delle variabili aleatorie continue (*) v. nota 22.11
34 45 Speranza matematica, varianza, covarianza

35 46 Densita e variabile aleatoria normale
// 47 Approssimazione di ®(x) e ¢, (*) v. nota

// 48 Legge dei Grandi Numeri (*) v. nota
// 49 Approssimazione Normale (*) v. nota

// 50 Note finali sul Calcolo delle Probabilita (*) v. nota 25.11

Sezione B2 — Statistica inferenziale
X —— Stimatori puntuali e intervallari
36 51 Introduzione alla Statistica Inferenziale

// 52 Stimatori e stimatori non distorti (*) v. nota
37 53 Intervalli di fiducia e caso di p di N(u,0?)

// 54 Intervalli di fiducia per la varianza 28.11
XI —— Test statistici

38 55 I Test Statistici

// 56 Errori di I e II Specie (*)

39 57 Test del x? di indipendenza

// 58 11 Test del x2, quello basico 6.12
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// 59 11 test dei ranghi
40 60 Alcuni Test di Student

// 61 Test di Student per il confronto di medie (*) v. nota

// 62 Matematica col Computer — Lezione C
// 63 Matematica delle Epidemie

// 64 Note finali sulla Statistica 12.12

—— Lezione soprannumeraria

// /] Le serie numeriche

(*) Per il Corso da 40 ore:
riassumere parzialmente questa Lezione nelle Lezioni precedente

Segue I'Indice ipertestuale delle Lezioni e dei Paragrafi.
CALENDARIO
ORE 39-40 - LU 9 DIC ULTIMA LEZIONE

— GI 12 DIC RICEVIMENTO STUDENTT supplementare
Si video. No registrazione presenze
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1 I numerni

1.1 Perché numeri, se ci interessano farmaci?

:
1

Immagine: Bing Image Creator, rielaborata.

Se in una qualunque tecnologia non si fanno
misurazioni non e facile fare miglioramenti

Alla fine di questa trattazione, vedremo che misurarle non basta
pill, bisogna sottoporre i numeri ad analisi statistica.

Detto molto approssimativamente, la Medicina moderna e con essa
la Farmacia, tende sempre pitt a ridurre

la Medicina a Biologia

la Biologia a Biochimica

la Biochimica a Chimica

la Chimica a Fisica

la Fisica a Matematica.
(Scientismo).

Da cio seguono molti successi. E pure insuccessi, anche perché ad
ogni ‘“riduzione" si fa un’approssimazione, piti precisamente si sosti-
tuisce una realta con un suo modello, inevitabilmente approssimato.
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Nondimeno, appare chiarissimo che i modelli matematici riaffiorano
costantemente in tutte le sopraelencate Scienze Applicate, e in tutte
le altre.

1.2 Alcuni usi dei numeri in Farmacia

Ecco alcuni usi dei numeri in Farmacia:
e gestione economica della Famacia;
e gestione logistica della Farmacia;
e dosare sostanze nei farmaci;
e esprimere parametri corporei, come la temperatura o la glicemia;
e confrontare performance di diversi farmaci
che si potra fare dopo la cosa seguente, di tipo statistico:

e riassumere molti dati in pochi numeri densi di significativita.

Gia Pitagora 25 o 26 secoli fa:

“Ogni cosa sl adatta al numero"

anogBeyua MuBaydpov avtod. o pdvov &€ év 1@ mapdvi NuoTLYi,
GlAa xal év Etépoig naparinoiowg 6 Berétatog Mubaydpag ta g
ainBeiag évéxpunte [umupa toig Suvapevorg evatoaaba, Ppayu-
AOYLQ TIVL EVARD 1 ' v KO N Beapiag
éxtaowy, olovrep xailév 16 dpBud 8¢ e ndvt' énéowkev, & &7 mux-
votata mpog Graviag anedbéyyeto, ) mAALY Ev 1@ «PpLAoTng Lodmoe

Detto grezzamente, i numeri saltano fuori dappertutto.
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> Int J Hyg Environ Health. 2020 Aug;229:113594. doi: 10.1016/).ijheh.2020.113594.
Epub 2020 Aug 5.

Metabolites of the fragrance 2-(4-tert-
butylbenzyl)propionaldehyde (lysmeral) in urine of
children and adolescents in Germany - Human
biomonitoring results of the German Environmental
Survey 2014-2017 (GerES V)

Aline Murawski ', Nina Fiedler 2, Maria | H Schmied-Tobies 3, Enrico Rucic 3, Gerda Schwedler ¥,
Markus Stoeckelhuber 4, Gerhard Scherer 4, Nikola Pluym 4, Max Scherer #,
Marike Kolossa-Gehring 2

Affiliations + expand
PMID: 32763837 DOI: 10.1016/.ijheh.2020.113594
Free article

Abstract

The synthetic fragrance 2-(4-tert-butylbenzyl)propionaldehyde, also known as lysmeral,
butylphenyl methylpropional, lilial, or lily aldehyde, is widely used in cosmetics, personal care
products, laundry detergents, and air fresheners. It is classified as suspected to be harmful to
fertility and possibly endocrine disrupting. Its maximum concentration in cosmetics is limited. First-
morning veid urine samples (N = 2133) were analysed for several metabolites of lysmeral (Chemical
Abstract Service (CAS) No.: 80-54-6). Samples were collected in the population-representative
German Environmental Survey for Children and Adolescents 2014-2017 (GerES V) from German
residents aged 3-17 years. Four main metabolites tert-butylbenzoic acid, lysmerol, lysmerylic acid,
and hydroxy-lysmerylic acid were found in guantifiable amounts in 100%, 99%, 40%, and 23% of
the samples, respectively, with geometric mean concentrations of 10.21 pug/L (8.658 ug/dcrea) for
tert-butylbenzoic acid, 1.528 pg/L (1.296 pg/g.eq) for lysmercl, and below the limit of quantification
of 0.2 pg/L and 0.4 pg/L for lysmerylic acid and hydroxy-lysmerylic acid, respectively. Girls had
higher urinary concentrations of lysmeral metabolites than boys. Usage of fragrances, fabric
softener, and personal care products, especially perfume, was positively associated with urinary
concentrations of lysmeral metabolites. Source identification builds a basis to derive proposals for
reduction of exposure. These results can also provide the foundation for developing reference
values for urinary metabolite concentrations of lysmeral in children and adolescents in Germany
that will facilitate recognising future exposure trends.

Keywords: BMU/VCI project; Butylphenyl methylpropional; Endocrine disruptor; Exposure; Lilial;
Lily aldehyde.
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Vediamo su PubMed I"abstract di un articolo scientifico sul lilial, una sostanza di cui
in media hanno molto parlato, per esempio (14/9/2023) Rainews:

“Sugli scaffali erano pronti per la vendita ma all’interno, contenevano una sostanza
vietata dall’Unione Europea dal 2022, perché nel novero delle sostanze "ritenute can-
cerogene e tossiche per la fertilita". Il mega sequestro dei finanzieri a Pisa, durante
un’ispezione in 7 negozi della citta toscana: 2000 confezioni di profumi, bagnoschi-
uma, shampoo, creme, lozioni, saponi, prodotti di varia natura ma tutti contenenti
il Butylphenyl Methylpropional (sulle etichette chiamato "Lilial").”

Si noti quanti numeri. (E il fantasmagorico microgrammo.)

Non esiste un foglietto illustrativo di un farmaco,
non esiste un articolo scientifico di Farmacologia,
non esiste bilancio né organizzazione di una farmacia,
che non abbia numeri.

PubMed.
E un servizio di ricerca gratuito di letteratura scientifica biomedica.
E su sito governativo statunitense dei NIH, National Institutes of
Health:

https://pubmedyncbi.nlm.nih.gov/
“comprises more than 37 million citations for biomedical literature”
Sono strapieni di statistica medica, sia descrittiva che inferenziale.

Articoli scientifici.
La scienza moderna ¢ nata verso il 1600 e fin dal 1665 si ¢ trovata
bene con articolt scientifict pubblicati su rwiste scientifiche.


https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/32763837/
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/
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1.3 La sconcertante questione della virgola e del punto

Una caloria termochimica, con simbolo cal,

secondo i testi in italiano (e altre lingue) equivale a 4,184 J
secondo i testi in inglese (e altre lingue) equivale a 4.184 J

Quante saranno, circa 4 o circa 4mila?

Nemmeno un organismo del livello della Comunita Europea (mezza
miliardata di abitanti), che pure pud normare anche il diametro
regolamentare delle clementine (minimo 35 millimetri), non puo
standardizzare questa ambiguita notazionale.

Nella scrittura dei numeri con le cifre decimali (numeri “arabi",
di origine indiana)
0,1, 2.9

ci sono 2 questioni:

— separare la parte intera dalle cifre decimali

— separare eventualmente le terne di cifre per facilitare la lettura.
Per risolvere le 2 questioni vengono variamente usati 4 simboli:
e la virgola

e il punto

e o spazietto

e il punto a mezza altezza -

Incredibilmente a tutt’oggi non esiste uno
standard internazionale per il separatore
della parte decimale.

(Ebbene, per la caloria termochimica si tratta di poco pin di /
Joule.)
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Importante

Usando il punto decimale si segue il
miglior standard che sperabilmente
si ritrovera negli articoli scientifici
internazionali di Farmacia, in lin-
gua inglese. (Ma non pud qua es-
sere garantito).

Invece in farmacia in Italia in ge-
nerale si trovera quasi I’opposto:
virgola per separare la parte intera dai
decimali: 7~ 3,141

punto per separare le migliaia: 1.250 per
milleduecentocinquanta.
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Negli stati di lingua inglese e negli articoli scientifici internazionali
in inglese di solito si usa il punto decimale, e in Italia spesso la
virgola decimale.

Molti Autori che usano il punto come separatore decimale, usa-
no la virgola come separatore delle migliaia, e viceversa.

Wikipedia in italiano dice che 1 tesla equivale a 10.000 gauss
Wikipedia in inglese dice che 1 tesla equivale a 10,000 gauss
Ebbene, si tratta di diecimila gauss. (Sono unita di misura del

campo magnetico, quello della risonanza magnetica).

E su calcolatrici diverse, materiali o virtuali, disponibili qua in
[talia, il punto e la virgola hanno proprio quei 2 diversi signifi-
cati! Attenzione!

Nei vari luoghi del mondo ci si puo aspettare una varieta di usi.

Spesso si riesce a capire il significato del punto, o della virgola,
dal contesto, e, sulla calcolatrice, provando a scrivervi numeri.

Radice quadrata di due milioni, su diverse calcolatrici:

1,414.21356 1.414,21356

(Stranamente la virgola e il punto come separatori delle terne di
cifre sono in generale usati solo prima del punto/virgola decimale).

Giustamente la Raccomandazione per la prevenzione degli errori in
terapia consequenti all’uso di abbreviazioni, acronimi, sigle e sim-
boli (settembre 2018) del Ministero della Salute italiano ci ricorda
che

L’uso non standardizzato di abbreviazioni, acron-
imi, sigle e simboli, pud indurre in errore e causare
danni ai pazienti


http://www.salute.gov.it/imgs/C_17_pubblicazioni_2802_allegato.pdf
http://www.salute.gov.it/imgs/C_17_pubblicazioni_2802_allegato.pdf
http://www.salute.gov.it/imgs/C_17_pubblicazioni_2802_allegato.pdf
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Importante
Dice il Ministero:

usare il punto per separare i tre zeri delle migliaia o usare
parole come 1 milione per favorire la corretta interpre-
tazione (ad esempio, 1000 unita va scritto 1.000 unita,
10000 unita va scritto 10.000 unita)

Il presente testo fa una scelta drastica:
usa entrambi gli standard,
del punto decimale e della virgola decimale,

per abituare lo studente.

Inoltre, seguendo il N.I.S.T. (National Institute of Stan-
dards and Technology) statunitense, di solito usera lo
spazietto come separatore delle terne di cifre.
Per esempio per la costante di Faraday il N.I.S.T. da

96 485.33212... C mol !

(Che veramente parrebbe la scrittura migliore, N.d.S.).
(Altri separano con lo spazietto le cinquine di cifre.)

Excel ¢ il piu utilizzato programma per la produzione e gestione
di fogli elettronici, ed é usatissimo nelle Scienze Applicate, per
archiviare e gestire i dati sperimentali.

Excel settato con la lingua italiana usa la virgola decimale, settato
con la lingua inglese usa il punto decimale.

*

Lo scrivente (vox clamantis in deserto) apprezza un modo quasi mai usato:
'apostrofo come separatore delle terne di cifre, o almeno (prima del punto/virgola
decimale) delle migliaia:

10’000 Gauss, finalmente del tutto chiaro.


https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?tuj|search_for=physchem_in!
https://it.wikipedia.org/wiki/Vox_clamantis_in_deserto
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1.4 Il punto a mezza altezza

Su certi testi tecnico-scientifici, talvolta antiquati ma talvolta mod-
ernissimi, 3 - 673 indicherebbe quel numero minore di 4 che in ital-
iano scriverebbero 3,673: cioé, alcuni usano il punto a mezza al-
tezza come se fosse un punto/virgola decimale: ecco un esempio in
articolo scientifico (sul cancro infantile, 2017) su rivista scientifica
internazionale di alto livello, The Lancet Oncology: Link->

Since the 1980s, the global WSR(3) of registered cancers in children aged
0-14 years has increased from 124-0 (...) to 140-6 (...) per million person-years.

Oppure si veda su The Lancet stesso, la ‘rivista madre", di al-
tissimo livello, nel comment (2020) (cosa diversa da un articolo
scientifico [peer review]) a questo Link-> in cui si noti pure lo

spazietto separatore:

projections suggest that even fairly short lockdown measures, combined
with severe mobility disruptions and comparatively moderate food systems
disruptions, result in most LMICs(*) having an estimated average 7-9% (...) de-
crease in GNI() per capita relative to pre-COVID-19 projections (...) 128605
(...) additional deaths in children younger than 5 years during 2020

Si veda ancora questo esempio, su come scriveremo in generale:

il punto a mezzo indica la moltiplicazione— 3-675=2025 L st noti lo spazietto

Ripetiamo che il presente testo elementare, dovendosi lim-
itare, usera quasi solo il punto decimale e la virgola dec-
imale, riservando pochissimo spazio al punto a mezza al-
tezza con funzione di punto decimale ovvero virgola dec-
imale, lasciando in generale quel simbolo per la moltipli-
cazione.

3 Age-standardised incidence rate.
4Low-income and middle-income countries.
5Gross national income.


http://abitofauldmaths.org/wp-content/uploads/2013/08/log10_section.png
https://www.thelancet.com/journals/lanonc/article/PIIS1470-2045(17)30186-9/fulltext
https://www.thelancet.com/action/showPdf?pii=S0140-6736(20)31647-0
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Per risolvere 2 questioni:

— separare la parte intera dalle cifre decimali

— separare eventualmente le terne di cifre per facilitare la lettura.
vengono variamente usati 4 simboli:

e la virgola

e il punto

e lo spazietto

e il punto a mezza altezza -

Si faccia attenzione!

ESERCIZIO 14 * (R) Completare la parola mancante:
e [’assunzione di

1,125 microgrammi
di selenio in un breve periodo ¢ da considerare pericolosa per la
salute, intendendo la, virgola come separatore delle migliaia (uso
scientifico internazionale).
e [’assunzione di

1,125 microgrammi (6)
di selenio in un breve periodo ¢ da considerare in generale sicura
(sebbene qua non possiamo dare garanzie mediche), intendendo la
virgola come ... (uso farmaceutico italiano).

virgola decimale

Lo scrivente spera si sia capita la criticita della questione.

SPer esempio 9 microgrammi suddivisi in 8 giorni. Per esempio si trova facilmente un
multivitaminico Multivitamin Donna con 8.3 microgrammi di selenio per compressa.
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1.5 Prima definizione dei numeri: scritture decimali

Un numero ¢ la scrittura decimale valida di un numero; cosa sia
scrittura decimale valida di un numero é lunghissimo da specificare
(con casi e sottocasi) ma chi ha fatto le scuole ormai lo sa.

Per esempio, usando per adesso lo standard del punto decimale,
abbiamo:

numerli non numeri

3 A
2023 2023%
-3 +3
-32.9 F32.9
3.14 3.1F
+3.14 3.1%
3.14 3.F2
3.8114 3:14

Solo alcune avvertenze:
e 3.2 e 3.20 e 3.200, ecc., in matematica sono uno stesso numero
(nelle Scienze Applicate invece indicano 3 quantitd note con cre-

scente precisione);
(a) +3 e ¥3 sono scritture valide, ma di una coppia di numeri;
(b) 3.14 e +3.14 sono lo stesso numero;
(c) 0 e +0 e —0 sono lo stesso numero e gli ultimi 2 si usano solo in Informatica;
(d) 3.14 e 3.140 e 3.139 sono lo stesso numero, e I'ultima scrittura ¢ da evitarsi;
(e) 9.3 e 9.33 e 9.33 e 9.333 sono lo stesso numero, e solo la prima scrittura é

opportuna; similmente per (infinite) altre stranezze;

(f) 3 & anch’esso un numero ma dovra essere scritto 0.5
(2) % ¢ anch’esso un numero ma dovra essere scritto 0.3

(h) v/2 ¢ anch’esso un numero ma dovra essere scritto 1.4142...

con infinite cifre e questo si potra fare, nel nostro mondo reale, solo
a un livello teorico; ma non & un problema: V/2 resta un numero,
perche di esso eSISte 1a sua scrittura decimale valida, anche se
nessun essere umano puo vederla tutte.
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N\
Ogni scrittura decimale valida € un numero;

e si, per ogni numero esiste la sua scrittura decimale; ed essa & unica
salvo le (quasi solo per matematici) ambiguita (c), (d), (e).
Tutto funziona bene.

Ecco spiegato cosa sono i numeri, in un primo modo: scritture!

Esistono anche scritture in base non decimale, in particolare binaria ed esadec-
imale; anche con virgola (o punto) decimale.

© Esistono 10 tipi di persone: quelle che conoscono il sistema binario € quelle che non lo conoscono.

ES. 0a ,,, (R) * Quanti mesi ci sono in 10,5 anni?

126

(Si tratta di 10 anni e mezzo ovvero 10 anni e 6 mesi, ovviamente
non 10 anni e 5 mesi).
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1.6 Seconda definizione dei numeri: punti di una retta

Un secondo modo di definire i numeri, dopo quello del paragrafo precedente, é:
identificarli coi punti di una retta:

— sulla retta é fissato un orientamento;

— sulla retta é fissato un punto O che diciamo origine e identifichiamo col numero 0;

— sulla retta é fissato un punto U, che diciamo punto unita e identifichiamo con 1.

Questo € un po’ il modo antico di vedere i numeri: a Pitagora non passava neanche
per la testa che v/2 fosse qualcosa come 1.4142... com’¢ naturale per noi moderni: per
lui era proprio la lunghezza della diagonale del quadrato unitario; e 7 la lunghezza
del semicircolo di raggio unitario. Inoltre consideravano una semiretta e allora in
pratica solo i numeri positivi, mentre modernamente si considera una retta orientata
e quindi corrispondentemente coi numeri sia positivi che negativi, e lo 0.

Una serie di costruzioni geometriche permetteva di dividere in 2 parti uguali i seg-
menti, e in 3, in 4, eccetera, ottenendo geometricamente le lunghezze ovvero i numeri
frazionari.

A quel punto allora, si, Pitagora trovava un’approssimazione di w, come frazione,
%. Poco pratica operativamente, rispetto alla moderna rappresentazione con le cifre
decimali.

1.7 Terza definizione dei numeri: assiomi e costruzione

Qualunque approccio si usi nella trattazione dei numeri, qualcosa deve essere ritenuto noto a priori.

Il numero 2 ¢ quel qualcosa che hanno in comune

I'insieme delle orecchie di ogni gatto normale

I'insieme delle ali di ogni piccione normale

I'insieme degli elettroni di ogni atomo di elio

I'insieme dei protoni di ogni atomo di elio
eccetera eccetera, ogni insieme... di due elementi.
Similmente con ogni altro numero naturale.
I numeri interi possono essere costruiti in un modo complicato con coppie di numeri naturali, oppure in un
modo pitl triviale... anteponendovi un simbolino, il meno. (Si, funziona).
I numeri razionali nascono dalle frazioni, che di fatto sono coppie ordinate di numeri interi, dicendo equiv-
alenti 2 e, per esempio, %, mediante una formula (formula del prodotto incrociato), e similmente per tutte
le altre frazioni.

Poi la costruzione assiomatica dei numeri reali é alquanto complessa.
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Oltre alle scritture decimali, esistono altri 2 importanti modi di
definire i numeri:

e Come punti di una retta: valido, ma usato soprattutto nell’antichita:

e Con assiomi: ¢ il metodo scientifico moderno. Per esempio si
assiomatizza che

questione che rivedremo.
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1.8 Numeri e loro scrittura

Una cosa ¢ un numero, e un’altra é la sua scrittura.

Esempio. 4 rappresentazioni esatte di un numero:

2 1
N = — = U. ].2 - 12
ol 3 0.03125 3.125%

e 6 sue rappresentazioni approssimate:
~0.0313 ~0.031 =~0.03
~3.13% ~3.1% =»~3%

Elsempio meno banale:

V9-v32  2vV2-1 1.8284...

sono lo stesso numero in 3 rappresentazioni diverse. Una semplice
calcolatrice porta la prima o la seconda forma nella terza.
(Un difficile calcolo porta la prima forma nella seconda).

E fondamentale sia saper usare la propria calcolatrice, che appli-
care le regole algebriche elementari, che sono fra i prerequisiti di

questo Corso. Per esempio:

64

1
— i semplifica in 3 Con la calcolatrice danno 0.03125



58 A. Soranzo
Importante

1.9 Gl insiemi numerici

Public Domain Wikimedia

Supponiamo noti dalle scuole:

e N: i numeri naturali: 0, 1, 2...

e Z: i numeri interi: sono di 3 tipi:

o i numeri naturali diversi da 0, detti inter: positivi: 1, 2, 3...

o i loro opposti, detti interi negativi: -1, -2, -3...

olo 0.

e Q: i numeri razionali: sono di 2 tipi, riconoscibili dalla loro
scrittura decimale (ma la distinzione & poco significativa perché
dipende dalla base 10 scelta per la scrittura dei numeri):

o i numeri decimali limitati, come 2024 e —-3.5

o i numeri decimali illimitati periodici, come O.mzé,

ed eventualmente con antiperiodo: 0.08§=1—12

— entrambi i1 tipi ammettono una scrittura sotto forma di
2024 35 1 1

17100 70 120
e R: i numeri reali: sono di 2 tipi:

frazione: rispettivamente.

o i razionali, qua sopra esposti
o gli irrazionali: la loro scrittura decimale ¢ un numero decimale
illimitato non periodico, come

V2=1.4142.. ~141 7©~3.14

(Esistono poi i numero complessi C che non tratteremo. E pure altri insiemi “nu-
merici", come i poco noti quaternioni).
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1.10 Note sugli errori medici e farmaceutici
Leggiamo sul sito dell’Organizzazione Mondiale della Sanita in http://www.emro.

who.int/emhj-volume-17/issue-2/article9.html

The issue of medication prescribing errors was little discussed until (...)
Barker and McConnell in the United States of America (USA) first
demonstrated that medication errors occur more frequently than sus-
pected. They estimated a rate of 16 CITOIS pef 100
doses (...) errors by pharmacists in dispensing
drugs are an important cause of medication er-
ror, and many factors have been identified. The
reported rate of dispensing errors ranges from
3.8% to 12.4% [Enfasi aggiunta]

SONO PERCENTUALI MOSTRUOSE [N.d.S.], speriamo siano ben state ridotte
dagli anni a culi si riferiscono quelle ricerche (1962 e 1991).

Leggiamo riportato su sito governativo statunitense in https://www.ncbi.nlm.nih.
gov/pubmed/9559708 (articolo del 1998)

Forty-two percent of errors were con-
sidered to put the patient at risk
for a serious or severe preventable adverse out-
come. Errors in decimal point placement, math-
ematical calculation, or expression of dosage reg-
imen accounted for 59.5% of dosage errors. The
dosage equation was wrong in 29.5% of dosage
errors. [Enfasi aggiunta]


http://www.emro.who.int/emhj-volume-17/issue-2/article9.html
http://www.emro.who.int/emhj-volume-17/issue-2/article9.html
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/9559708
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/9559708
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1.11 Errori di calcolo negli articoli scientifici

Ci sono pressoché infiniti errori negli articoli scientifici (e questo &
ovvio e fa parte del normale procedere della Scienza) e parecchi sono
errori di calcolo (il che ¢ molto meno giustificabile) e verosimilmente
moltissimi ci sono nei calcoli statistici che non vengono riportati (&
la norma) su dati che pure non vengono riportati (¢ usuale) e che gli
Autori (spesso) non sono nemmeno disponibili a mostrare a Scien-
ziati che glieli chiedessero.

Talvolta gli errori vengono trovati, e talvolta pure corretti in testi
intitolati erratum. Per esempio un errore di calcolo (sovradimen-
sionamento di 10 volte) in un articolo(”) scientifico (2016) viene(®)
cosi (2022) corretto:

There was 2 decimal placement error i
data in the paper on page 566. Instead of “... 10-11
g/(kg-day), and thus an RDA of 12-13 g/(kg-day)”, it
should instead be “... '1.0-1.1 g/(kg-day), and thus an
RDA of 1.2-1.3 g/(kg-day)”.

(Enfasi aggiunta)

"Phillips SM, Chevalier S, Leidy HJ. Protein "requirements" beyond the RDA: impli-
cations for optimizing health. Appl Physiol Nutr Metab. 2016 May;41(5):565-72. doi:
10.1139/apnm-2015-0550. Epub 2016 Feb 9. Erratum in: Appl Physiol Nutr Metab. 2022
May;47(5):615. doi: 10.1139/apnm-2022-0131. PMID: 26960445.

8Phillips SM, Chevalier S, Leidy HJ. Correction: Protein "requirements" beyond the
RDA: implications for optimizing health. Appl Physiol Nutr Metab. 2022 May;47(5):615.
doi: 10.1139/apnm-2022-0131. Epub 2022 Mar 29. Erratum for: Appl Physiol Nutr Metab.
2016 May;41(5):565-72. doi: 10.1139/apnm-2015-0550. PMID: 35349368.
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1.12 Numeri romani

Per i numeri interi positivi esiste anche la scrittura in numeri ro-
mani.

Per esempio, arrivando fino al numero VII cioé 7,
manganese(II) oxide

manganese(ILI1I) oxide

manganese(I1T) oxide

(
(
manganese(IV) oxide
manganese(VI) oxide

manganese(VII) oxide.

(Sarebbe anche bello ricordare il simbolo ss per 3).

E si consideri l'acetato arsenito di rame(II), tossico, un bel pig-
mento verde usato nell’Ottocento per colorare( 9) “carta da parati,
sapone, giochi per bambini, vestiti e persino decorazioni per dolci”.
Tempi oscuri di passata ignoranza.

E si consideri anche l'ossido di titanio (IV) o titanio diossido (il
comunissimo colorante E171 di molti farmaci e vernici per muri,
ben sospettato di tossicita(10)).

9Wikipedia, l’enciclopedia libera, alla voce Verde di Parigi, letta I'S agosto 2024

0«Dopo aver condotto una recensione di tutte le evidenze scientifiche disponibili in merito,
PEFSA ha concluso che non sono da escludere timori circa la genotossicita delle particelle
di TiO2. Sulla scorta di tali preoccupazioni in termini di genotossicita gli esperti del’EFSA
non ritengono piu sicuro il biossido di titanio se usato come additivo alimentare. In altre
parole per 'E171 non & possibile stabilire una dose giornaliera accettabile (DGA). (...) Nel
loro ruolo di gestori dei rischi la Commissione europea e gli Stati membri rifletteranno ora
sul parere fornito del’EFSA e decideranno in merito a eventuali misure normative o consigli
appropriati da dare ai consumatori. (...) L’EFSA sta vietando il biossido di titanio? No.
Il compito del’EFSA si limita alla valutazione dei rischi (...)" Si veda anche, precedente,
in https://wuw.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/28106049 Food-grade TiO2 impairs intestinal
and systemic immune homeostasis, initiates preneoplastic lesions and promotes aberrant
crypt development in the rat colon. Scientific reports (2017), 7, 40373. Bettini S, Boutet-
Robinet E, Cartier C, Coméra C, Gaultier E, Dupuy J, Naud N, Taché S, Grysan P, Reguer
S, Thieriet N, Réfrégiers M, Thiaudiére D, Cravedi JP, Carriére M, Audinot JN, Pierre FH,
Guzylack-Piriou L, Houdeau E.


https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/28106049
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In questa trattazione elementare ci limitiamo ai primi 12 numeri
romani, che si trovano nella numerazione dei capitoli:

11020 3MIo4IVo5Vo6VIo
7VII o8 VIII « 9IX ¢ 10 X o 11 XI o 12 XII

Per esempio un cancro al IV stadio € piu grave di uno al III stadio.

In Farmacia raramente servono numeri romani maggiori di 12, per
esempio:

— nella numerazione dei volumi delle riviste scientifiche

— nella scrittura dell’anno delle riviste scientifiche

— nella numerazione delle pagine fra la seconda di copertina e
la pagina 3 di molti libri, per esempio European Pharmacopoeia,
eighth edition, volume 1, Council of Europe, Strasbourg, ISBN:
978-92-871-7525-0, online in LINK-> (Attenzione: questa online,
del 2013, non ¢ l'ultima versione).

Per numeri maggiori'di 12 si possono
— studiare le (semplici) regole della numerazione romana
— online su WolframAlpha digitare

roman number numero decimale o romano da convertire

Sono esistite varie notazioni alternative, in particolare IIII per 4.


https://archive.org/details/EuropeanPharmacopoeia80/page/n57
https://it.wikipedia.org/wiki/Sistema_di_numerazione_romano
https://www.wolframalpha.com
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1.13 Notazione scientifica dei numeri

Ecco I'eta che pit spesso hanno gli Studenti all’esame di Matemat-
ica, scritta in notazione scientifica:

2F1

ovvero, su testi o software che dispongono di esponenti

2x101

(Apriamo una parentesi: nelle Scienze Mediche e Farmaceutiche
I’eta in generale si considera come numero intero di anni compiuti,
per cui a 19 anni e 11 mesi si hanno 19 anni).

Su molte calcolatrici e testi tecnico-scientifici, E (ma purtroppo an-
che e) indica 10", con esponente positivo o negativo, per esempio

6.022E23 = 6.022 - 1023 = 602 200 000 000 000 000 000 000
1.38E-23 = 1.38- 10723 ='0.000 000 000 000 000 000 000 013 8

sono Approssimazioni del Numero di Avogadro (della Chimica) e
della Costante di Boltzmann (della Termodinamica), private delle
unita di misura.

(i si aspetti di trovare scritto anche E+23 invece di E23, e purtroppo
anche €23, e+23, e-23, con possibile equivoco(!!) col numero e.

(Ma non si confonda questo simbolo E con l'uguale simbolo che
alcune calcolatrici danno... in caso di errore di calcolo! Per esem-
pio immettendo 1/0).

1Sy testi diversi, 3e — 2 puo indicare 3-1072 = 0.03 oppure 3e — 2 ~ 6.15485. Su Wolfra-
mAlpha si eviti del tutto la notazione con E ed e perché entrambi i simboli vengono usati
anche per il numero e, con facile possibilita di errori; si scriva invece 6.022 10"23.
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Sono scritture equivalenti:

2.019E3 e anche 2.019E+3 ma si evitino 2.019e3, 2.019e+3
2.019-10% e anche 2.019-10"3
2.019%10% e anche 2.019%10"3
2.019 10”3 <« scrivete cosi su WolframAlpha ma non altrove
2.019 x 10% e anche 2.019 x 10"3
e nell’'ultima si badi di non confondere il per con una ics, special-
mente scrivendo a mano un’equazione come

23x10%+5.4210°=0

ESERCIZIO, (R) ~ Calcolare la media di questi valori, ipoteticamente prodotti
da un’apparecchiatura biomedica:

1.38E-2

6.01E+2

8.37E-1

200.62

oppure

200.617

(Si tratta dei numeri 1.38-1072, 6.01- 102, 8.37- 107!, da sommare, e poi si
divide per 3).

1.14 Varia

Nella pratica, su internet spesso si trovano scritture grezze come
2.019x10-3, da intendendersi come 2.019E-3 =2.019 x 1073.

Si noti che in certi contesti si usa il simbolo K o k per indicare
le migliaia e cioé esso significa -1000, per esempio le 2.5 K wviews
ossia visualizzazioni della pagina web della farmacia Cuore Inte-
gerrimo, ma bisogna essere pronti a trovare con lo stesso significato
anche THD, cioé thousand.

Si trovera anche MM e perfino mm per “milione".

E quant’altro... — estote parati.


https://www.wolframalpha.com
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1.15 Quando pochi decimali uccisero i "buoni"

@ Danni costosi o mortali avvengono a causa di approssimazioni
numeriche scadenti. Nelle Scienze Applicate si arrotonda e ap-
prossima di tutto, sia bene che non bene.

Riportiamo una nota su un’incidente che causo decine di morti:
un sistema missilistico computerizzato faceva i calcoli (sostanzial-
mente) con 7 cifre decimali, che risultarono insufficienti — a causa
dell’enorme velocita in gioco — causando una catastrofe ai “buoni"
(triste sarcasmo, per riflettere: con pit precisione I’ecatombe mag-
ari ci sarebbe stata comunque, ma nel campo avverso, ma cosl va
il mondo, fino che non la smettiamo).

On February 25, 1991, during the Gulf War, an American Patriot Missile battery in Dharan, Saudi Ara-
bia, failed to track and intercept an incoming Iraqi Scud missile. The Scud struck an American Army
barracks, killing 28 soldiers and injuring around 100 other people. Patriot missileA report of the General
Accounting office, GAO/IMTEC-92-26, entitled Patriot Missile Defense: Software Problem Led to Sys-
tem Failure at Dhahran, Saudi Arabia reported on the cause of the failure. It turns out that the cause
was an inaccurate calculation of the time since boot due to computer arithmetic errors. Specifically, the
time in tenths of second as measured by the system’s internal clock was multiplied by 1/10 to produce
the time in seconds. This calculation was performed using a 24 bit fixed point register. In particular,
the value 1/10, which has a non-terminating binary expansion, was chopped at 24 bits after the radix
point. The small chopping error, when multiplied by the large number giving the time in tenths of a
second, led to a significant error. Indeed, the Patriot battery had been up around 100 hours, and an
easy calculation shows that the resulting time error due to the magnified chopping error was about 0.34
seconds. (The number 1/10 equals 1/24+41/25+1/28+1/29+1/21241/213+.... In other words, the bi-
nary expansion of 1/10 is 0.0001100110011001100110011001100.... Now the 24 bit register in the Patriot
stored instead 0.00011001100110011001100 introducing an error of 0.0000000000000000000000011001100...
binary, or about 0.000000095 decimal. Multiplying by the number of tenths of a second in 100 hours gives
0.000000095x100x60x60x10=0.34.) A Scud travels at about 1,676 meters per second, and so travels more
than half a kilometer in this time. This was far enough that the incoming Scud was outside the "range gate"
that the Patriot tracked. Ironically, the fact that the bad time calculation had been improved in some parts
of the code, but not all, contributed to the problem, since it meant that the inaccuracies did not cancel.

(https://www-users.cse.umn.edu/"arnold/disasters/patriot.html) (E 24 bit Corrispondono ad


https://www-users.cse.umn.edu/~arnold/disasters/patriot.html
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almeno 7 cifre decimali significative).

1.16 I decimali sono gratuiti — usiamoli

Nella Farmacia che arriva all’utilizzatore finale ben difficilmente si
daranno pitu di 3 cifre significative:

37.8°C

35%

0,5g
con rispettivamente 3, 2 e 1 cifra significativa.

Come indicazione generalissima, cercheremo i fare i calcoli con 5
o 6 cifre significative, e di dare i risultati con 3 o 4 cifre significative.

Calcoli successivi possono degradare via via la precisione.

L’operazione che piti degrada la precisione ¢ la sottrazione fra nu-
meri vicini. Come sono per esempio 7 e v/ 10.

Per esempio
1

V10 -7

T 16 316371 © sbagliato del 3%, sgradevole;
calcolato come m ¢ shagliato solo dello 0.07%.

calcolato come
Nei 2 casi gli errori assoluti sono rispettivamente 1.7 e 0.04 circa.

Detto con precisione, 'errore relativo (in valore assoluto) di un numero si
conserva abbastanza bene moltiplicando e dividendo con valori esatti, e som-

mando valori esatti dello stesso segno. Per esempio ha ancora un errore

023
relativo (circa) dello 0.5 per mille quando calcolato, invece che col valore esatto
di m, con la sua classica approssimazione 3.14, che ha un errore relativo solo
(circa) dello 0.5 per mille, alquanto buona.

Ma la precisione (nel senso dell’errore relativo) si degrada alquanto sottraendo

da un valore approssimato un valore esatto, simile e dello stesso segno.
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1.17 Cifre significative

In Matematica 0.4 e 0.40 sono uguali a %, e 0.40 si scrive raramente.

In Farmacia 0.4 e 0.40 possono essere diversi e % si scrive raramente.
E non solo in Farmacia: nelle Scienze Applicate

0.4 rappresenta una quantita fra 0.35 e 0.45

0.40 rappresenta una quantita fra 0.395 e 0.405

Si capisce che 0.40 si ritiene conosciuto con maggior precisione.

Per esempio 'articolo scientifico Revised Estimates for the Number
of Human and Bacteria Cells in the Body stima che il corpo del “ref-
erence man" abbia 3.0-1013 cellule, e si'guarda bene dall’impoverire
il risultato scrivendo 3 invece di 3.0.

Tutte le cifre diverse da 0 sono significative: 3.14
Gli zeri finali di numeri interi sono (!) un mistero: 8000000 000.

2024 ha 4 cifre significative

20.50 ne ha 4

20.05 ne ha 4

2020 ha 3 o 4 cifre significative — ahime

20.2 ne ha 3

50 ne ha 1 oppure 2 — ohibo

51 ne ha 2

0.51 ne ha 2

0.50 ne ha 2

0.05 ne ha 2

0.510 ne ha 3

0.051 ne ha 2
000.05 ha 1 cifra significativa: 2 zeri aggiunti per impaginare:
234.05 questo numero bene si impagina col soprastante.


https://journals.plos.org/plosbiology/article?id=10.1371/journal.pbio.1002533#pbio.1002533.ref001
https://journals.plos.org/plosbiology/article?id=10.1371/journal.pbio.1002533#pbio.1002533.ref001
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1.18 Conteggio delle cifre significative

In Matematica le cifre significative sono argomento poco rilevante, e
nelle Scienze Applicate sono avvolte in una nebbiolina definizionale.

In questo testo stiamo tentando di dare qualche cenno chiaro, ma
non garantiamo che tutti gli Autori facciano ugualmente.

Nota. Le prime 3 cifre significative di e=2.71828... sono 2 7 2.

Leggiamo addirittura degli 0.00% in un articolo(!?) scientifico (del gennaio
2021) del prestigioso epidemiologo J.P.A. Joannidis:

To estimate the infection fatality rate of coronavirus disease 2019
(COVID-19) from seroprevalence data (...) Infection fatality rates
ranged from 0.00% to 1.63%, corrected values from 0.00% to 1.54%.
Across 51 locations, the median COVID-19 infection fatality rate
was 0.27% (corrected 0.23%):

Per sottili variazioni nelle Scienze Applicate si veda questo LINK->

La problematica ¢ complessa perché in generale non si sa la preci-
sione con cui ¢ scritto un dato.

Possono formarsi varie problematiche, per esempio quando si fanno conversioni di
unita di misura. Per esempio a proposito del Coronavirus (2020) circola ampiamente
il consiglio di tenere una distanza di 1.82 m da ogni altra persona. Addirittura in un
articolo scientifico di molto precedente(!?) leggiamo, su altro virus:

Adult volunteers who sat 1.82 m from an infected child did not become
infected.

Di fronte a tale precisione viene il sospetto che la rivista scientifica richiedesse — com’¢ usuale — il Sistema
Metrico Decimale, mentre la ricerca era stata fatta misurando 6 piedi, poi trasformati in 1.82 metri — non
bene in effetti: corrispondono a circa 1.83 m — con fittizia precisione di 3 cifre significative. La “regola dei
6 piedi" si trova per esempio in questo LINI ai presrtigiosi CDC statunitensi, Centers for Disease Control

and Prevention: “Close contact is defined as being within 6 feet for at least a period of (...)"

2Joannidis JPA. Infection fatality rate of COVID-19 inferred from seroprevalence data.
Bull World Health Organ. 2021 Jan 1;99(1):19-33F. doi: 10.2471/BLT.20.265892. Epub
2020 Oct 14. PMID: 33716331; PMCID: PMC7947934.

13Am J Respir Crit Care Med. 2016 Aug 1;194(3):308-16. doi: 10.1164,/rccm.201509-
18330C. Evidence of Respiratory Syncytial Virus Spread by Aerosol. Time to Revisit In-
fection Control Strategies? Kulkarni H, Smith CM, Lee Ddo H, Hirst RA, Easton AJ,
O’Callaghan C.
In https://www.atsjournals.org/doi/pdf/10.1164/rccm.201509-18330C


https://it.qwe.wiki/wiki/Significant_figures#Identifying_significant_figures
https://wwwn.cdc.gov/nndss/conditions/coronavirus-disease-2019-covid-19/case-definition/2020/
https://www.atsjournals.org/doi/pdf/10.1164/rccm.201509-1833OC
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1.19 Scrittura percentuale dei numeri

1 simbolo % significa - (per un centesimo). Esempio: 5% = 0.05

" La Stampa @
9 @LaStampa

Vacanze, ecco perché gli italiani scelgono
I’Albania: dai lettini alle cene al soggiorno
prezzi piu bassi anche del 250%

e Dalla scrittura percentuale si ottiene quella decimale togliendo il

simbolo % e dividendo per 100, per esempio
75%=0.75 175%=1.75

e Dalla scrittura decimale si ottiene quella percentuale moltipli-
cando il numero per 100 e posponendovi il simbolo %, per esempio

0.75 = 75% 1.75 = 175%
Esempi.

3
r =100z % per esempio 5= 150%

1
0=0% 1=100% 5:0.5:50% =0.25=25%

o ]

4 — —
-0.3 =-30% 3" 1.3=133.3% ~133.3% 0.05=5%

®© Nota. Poiche prevenire ¢ meglio che curare, diciamo esplicita-
mente che ¢ falso che le percentuali sono numeri fra 0 e 100. Sono
numeri qualunque, ovvero, fra —oo e +o00.
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Importante

Talvolta per i numeri puri (cioé privi di unita di misura)

o e specialmente per i numeri > 0, ma non necessariamente

o e in particolare per quelli fra 0 e 1, ma non necessariamente,
si trova comodo rappresentare i numeri come percentuali:

col simbolo % che significa -t (per un centesimo)

Ma si faccia attenzione che nelle Scienze Applicate la scrittura
a+10%

non indica affatto i 2 numeri a+0.1 (che sarebbe il significato pedis-

sequo in Matematica) né U'intervallo [a —0.1;a + 0.1] bensi
lintervallo [a —=0.1a,a +0.1a].

Per esempio 20 + 10% indica 'intervallo [18,22].

E nel caso generale, con una percentuale qualunque fra 0% e 100%,
a +t % indica Uintervallo [(1 -t %) a, (1 +t%) a]

Naturalmente invece se si tratta di 2 percentuali il significato &
quello ovvio:

42% + 5% indica I'appartenenza all'intervallo [37%, 47%|

Non si confondano questi 3 numeri, qua variamente rappresentati:

5%=0.05=1/20 numero classico della Statistica Inferenziale
0.5%=0.005=1/200 o 5 per mille
0.05%=0.0005=1,/2000 o 0.5 per mille

Nota. Per le probabilita, che sono numeri fra 0 e 1, la scrittura
percentuale ¢ tipica, per esempio

P(un dado regolare da 3) = = ~ 16.7%.

1
6
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1.20 Scrittura reciproca dei numeri

La scrittura reciproca dei numeri ¢ del tutto indicata per le proba-
bilita minori dell’1%. Per esempio
invece di probabilita 0.0005 ovvero 0.05%
si puo dire 1 probabilita su 2000
decisamente piu intelligibile.
Similmente 0.0001% corrisponde a 1 (probabilita) su un milione.

Si fa cosi: divido 0.0001 per 100 e ottengo 0.000001 senza %:
0.0001% = 0.000001

e poi calcolo il reciproco con 1: trovando il milione detto.

Tuttavia puod presentarsi una problematica praticamente insolubile al livello di questa
trattazione elementare:

0.000 7% corrisponderebbe a (circa) 1 (probabilita) su 142 857 ma questo potrebbe
far pensare ad una conoscenza del dato originario con una precisione che in realta
non si aveva, proprio come se si fosse avuto 0.000 700000%, con 6 cifre significative.
Diciamo, senza veramente risolvere il problema, “circa 1 (probabilita) su 140mila",

come potrebbe trovarsi scritto su un testo divulgativo.

In Farmacia. Se l'utilizzatore finale, il cliente o paziente, legge
il contenuto di magnesio per grammo in questi tipici integratori
alimentari

Magnesio Citrato 0,160 g

Magnesio Cloruro 0,120 g

Magnesio Gluconato 0,058 g

Magnesio Orotato 0,077 g
potrebbe trovarsi in difficolta a capire la situazione:

quanto magnesio effettivamente c¢’é nel prodotto?

Con la scrittura reciproca la situazione puo risultare pit chiara:
Magnesio Citrato circa 1 parte su 6
Magnesio Cloruro circa 1 parte su 8
Magnesio Gluconato circa 1 parte su 17
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Magnesio Orotato circa 1 parte su 13
Questi numeri si calcolano con il passaggio al reciproco: 1:0,160=6,25.

Oppure, invece di dire, molto tecnicamente com’é giusto per un
articolo scientifico pubblicato su una rivista scientifica(!4) di alto
livello,

Combined, the mRNA vaccines were associated with an
excess risk of serious adverse events of special interest of
12.5 per 10,000 vaccinated

che poi magari un profano si spaventa, possiamo dire molto piu
chiaramente, a livello divulgativo, 1 su 800, cesi uno sta tranquillo.

Oppure, se una sostanza & pura al 99.5%, il contaminante — chiami-
amolo cosi solo adesso con linguaggio comune seppure tecnicamente
impreciso — & lo 0.5%, cio¢ 1 parte su 200 — decisamente pit chiaro.

4 Joseph Fraiman, Juan Erviti, Mark Jones, Sander Greenland, Patrick Whelan, Robert
M. Kaplan, Peter Doshi, Serious adverse events of special interest following mRNA COVID-
19 vaccination in randomized trials in adults, Vaccine, Volume 40, Issue 40, 2022, Pages
5798-5805, ISSN 0264-410X, https://doi.org/10.1016/j.vaccine.2022.08.036.
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1.21 Note sulle percentuali prossime al 100%

Se un tale ha una quota di proprieta di una farmacia del 98%, o del
99%, per lui non cambia quasi niente in termini di guadagni. Per il
comproprietario cambia tutto: nel secondo caso guadagna la meta,
1% invece di 2%.

Se una malattia ha tasso di sopravvivenza 99% e un’altra 99.9%, la
prima ha una letalita decupla della seconda.

In questi casi gli arrotondamenti possono essere molto dannosi.

Fullerene & Fullerene @&

iearan

Fullerene &

Purity: 99.9% Purity: 99.5% Fullerene C60 - 99% Purity: 98%

=

Fullerene-C80, Purity: 99.9% Fullerene-CB0, Purity: 99.5% Fullerene-C80, Purity: 99% Fullerene-C60, Purity: 98%

Una nota Azienda vende-l fullerene C60 con diversi gradi di purezza, e quello piut costoso
e puro costa circa il 20% in pit del meno costoso: non si paga tanto il prodotto in pit che
& pochissimo — si passa da 0.98 grammi a 0.999 grammi — ma l’enorme diminuzione della

parte che non & garantita fullerene: scende dal 2% allo 0.1%: riduzione di 20 volte.

1.22 Usare numeri approssimati per rendere ’idea

L’Australian Bureau of Statistics afferma che da giugno 2021 a mag-
gio 2022, in Australia ci sono stati 16467 decessi in piu rispetto al
normale; 5619 decessi covid e 10848 non covid (con tutta la prob-
lematica dell’attribuzione ma adesso non ci occupiamo di questo).
Essendo

10848:5619~ 1.93

si puo senz’altro dire che
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“per ogni decesso Covid
ci sono due decessi inspiegabili non da Covid"

frase decisamente piu significativa per 1’ascoltatore o lettore medio,
che non vorra ricordare il profluvio di cifre sopra scritte.

1.23 Falsi amici, e pure confusionari

La questione di bilione e billion (109 0 10'27), trilione e trillion (1012
o 10'87), & talmente ingarbugliata, con variazioni di significato non
solo nello spazio ma addirittura nel tempo, che qua oltre ad os-
servare che attualmente (2021) WordReference online traduce en-
trambe le parole italiane “bilione" e “trilione™ con trillion in inglese,
ci limitiamo a linkare Wikipedia, I’enciclopedia libera, LINK->, e a...
diffidare quando si leggono quei termini.

Nella figura di https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Scala_lunga_e_scala_
corta.svg, nelle zone in azzurro — in teoria, ma si diffidi — il bilione (nelle sue varian-

ti linguistiche) ¢ 10'2, in quelle in giallo 10°.

Si evitino come la peste le parole “bilione" e “trilione" scrivendo
in italiano.

<

E sconcertante la confusionarieta delle parole “bilione" e “trilione",


https://it.wikipedia.org/wiki/Scala_lunga_e_scala_corta
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Scala_lunga_e_scala_corta.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Scala_lunga_e_scala_corta.svg
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attualmente entrambi tradotte con “trillion" da Wordreference: 2
parole da evitare come la peste scrivendo in italiano, pero, in Chimi-
ca, senza alcuna ambiguita:

ppm = parts per million = parti per milione

ppb = parts per billion = parti per miliardo(1?).

15T eggiamo su Wikipedia, I'enciclopedia libera: "This notation is not part of the Interna-
tional System of Units (SI) system and its meaning is ambiguous."
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1.24 Spirito critico, gia coi semplici numeri

Bene Lord Kelvin ha individuato l'utilita delle misure numeriche
per il progresso delle Scienze, avendo peraltro gia Galilei e Pitagora
individuato I'universalita — in qualche modo ontologica — dei numeri
nella realta. Un’altra affermazione del pur ottimo Lord Kelvin, é
che il futuro non é degli aeroplani ma delle mongolfiere: “non ho la
minima molecola di fede nella navigazione aerea diversa da quella
aerostatica"”*~>. Non per dire male dell’ottimo scienziato, ma per

iniziare questo testo indirizzando lo studente verso lo Splrlto

CfitiCO, che gia le problematiche della semplice scrittura dei
numeri dovrebbero avergli ispirato.

1.25 Altro

Ecco altre cose interessanti, perle quali il lettore interessato trovera
molti altri dettagli nella sezione di Complementi.

e Simboli pericolosamente simili, come lo zero e la o; e come la
i maiuscola e la elle minuscola di I-doped BiOCI, l'ossicloruro di
bismuto drogato con iodio.

e La pericolosita delle ricette scritte male a mano:

Doctors’ sloppy handwriting kills more than 7,000 people
annually.

(negli USA, 2006).
e [l fantasmagorico microgrammo, da alcuni indicato con pg, da
altri con mcg, e da altri con ug... mentre la predetta Raccoman-

dazione ministeriale esige la parola microgrammi completa.

e | altro ancora.


https://it.wikiquote.org/wiki/William_Thomson
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1.26 Bottom line — prima dei Complementi

Le Scienze Applicate e massimamente la Farmacia soffrono della
grave ambiguita notazionale della virgola e del punto decimali:
Attenzione a virgola e punto decimali !

[ pitt banali errori con le 4 operazioni e il % nella pratica sono
soggetti ad errori potenzialmente catastrofici:
Attenzione ai calcoli, fare e rifare e chiedere aiuto !

Ricordiamo che in Farmacia i decimali sono quasi gratuiti:
Usiamo i decimali !

(Raramente ci servira qualcosa di pit di una semplicissima calcola-

trice col display a 6 cifre).
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Complementi

1.27 Complementi — Simboli simili

Nella scrittura a mano, ma anche in molti font digitali su carta o su
schermo o display (di calcolatrice o macchina diagnostica), ¢ facile
confondere — vieppiil se non si vede tanto bene — alcuni simboli, con
possibili errori, in particolare:
e numeri:

@ O 8 zero barrato, zero barrato, otto
e numeri e lettere:

0 O zero, o maiuscola; altro font: 0, 0

6, b sei, bi minuscola

5 s S cinque, esse minuscola, esse maiuscola

q g 9, in certi font, con aggravamento per testo sottolineato.

1 11 uno, elle minuscola, i maiuscola; altro font: 1 1 I

Nella predetta nota ministeriale leggiamo

lasciare uno spazio tra nome e il dosaggio, in modo parti-
colare per quei nomi (anche commerciali se ammessi nella
procedura aziendale) che finiscono in 1 (elle) per evitare
interpretazioni errate (ad esempio, Inderal 40 mg al posto
di Inderal4d0mg che potrebbe essere confuso con Inderal
140 mg)

L’uno e la elle sono similissimi fra loro, si, ma pure alla i maiu-

scola. Per esempio solo una conoscenza della Chimica permette di

riconoscere (ed eventualmente ricopiare correttamente al computer)

le lettere i maiuscola ed elle minuscola nel nome chimico(16)
I-doped BiOCI

qua a stento distinguibili ma talvolta proprio uguali sui browser.

16Si tratta dell’ossicloruro di bismuto drogato con iodio.
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Se il testo ambiguo ¢ in formato digitale, si puo risolvere 1’enigma
copiaincollandolo in https://www.iorl.org/

E se cercherete nel data-base della vostra farmacia i prodotti con-
tenti iilial, prima che arrivino i NAS e li trovino loro, perché avete
letto che lilial ¢ illegale e pensate che la prima lettera sia una i,
la scritta maiuscola, magari non ne troverete, perché era una elle
minuscola.

Informatica.

In linguaggi di programmazione come C, C++, Java, e molti al-
tri, le variabili sono case-sensitive, il che significa che i minuscola
e 1 maiuscola sono considerati caratteri diversi. Allora potrebbe
servirci una i maiuscola (perché stiamo copiando un programma
dove ¢’é tale carattere in un nome di variabile), che non possiamo
trascrivere minuscola (sarebbe un’altra variabile), ma adesso che
¢ maiuscola un altro potrebbe leggerla come elle minuscola, e fare
errori di programmazione...

L’Acido Laluronico

Paradossalmente appare che su internet i software automatici,
evidentemente leggendo male con un OCR (o forse male imbeccati
da un umano) Acido Ialuronico

come se fosse con la elle minuscola invece che con una i maiuscola,
hanno inventato un inesistente

Acido Laluronico:


https://www.iorl.org/
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Neutrogena Contorno Occhi Antirughe,

Cellular Boost, con Retinolo e Acido Laluronico

-15ml
Visita lo Store di Neutrogena
Frfedeofedy v 27 voti

Prezzo: 271,90 € (146,00 € / 100 ml) VPFiMe g Resi GRATUITI
Tutti i prezzi includono I'IVA.
o Offerta prova: buono sconto di 6€ con 60€ di ricarica.
Scopri di pil
Potrebbe essere disponibile ad un prezzo inferiore da altri
venditori, potenzialmente senza spedizione Prime gratuita.

CONTORNO

| OCCHI

Spedizione GRATUITA con consegna presso punti di ritiro.
Dettagli

Nuovo (4) da 21,80 € & Spedizione GRATUITA

Nome stile: Cellular Boost

Articolo simile da considerare

g ClaRose Eye Cream with Precious Rose oil, Yogurt
- E and Prebiotic, 30ml

e EUR 16,44 vprime

R AAaer(223)

E qua sorridiamo ma se ci fosse da reperire in magazzino, per un
malato grave, un farmaco male archiviato — e ormai praticamente
irreperibile in tempi ragionevoli — sarebbe grave.

1.28 Complementi — Scrittura a mano

Sull’ulteriore problema della pessima calligrafia dei medici che scrivono
le ricette mediche si veda “Poor handwriting remains a significant
problem in medicine" del Journal of the Royal Society of Medicine,
riportato su sito governativo statunitense: Link->

Citiamo anche dal Time, http://content.time.com/time/health/
article/0,8599,1578074,00.html


https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC1676338/
http://content.time.com/time/health/article/0,8599,1578074,00.html
http://content.time.com/time/health/article/0,8599,1578074,00.html
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Doctors’ sloppy handwriting leS Imore th&n

7,000 people annually. It’s a shocking statistic,
and, according to a July 2006 report from the National
Academies of Science’s Institute of Medicine (IOM), pre-
ventable medication mistakes also injure more than 1.5
million Americans annually. Many such errors result from
unclear abbreviations and dosage indications and illegible
writing

(Enfasi aggiunta).

Con l'informatizzazione del sistema sanitario e farmaceutico € verosim-
ile che quel dato (7000 morti/anno negli USA) diminuisca, e simil-
mente in Italia.

E certo, se dei medici si ostinano a scrivere ,5 per 0,5 “risparmiando”
uno zero, anche l'informatizzazione potrebbe non bastare. Tale
scrittura € esplicitamente vietata dalla predetta Raccomandazione
(settembre 2018) del Mistero della Salute italiano.

In essa leggiamo anche:
U (significato unita)
puo essere erroneamente
interpretato come
“0" (zero)
causando un sovradosaggio
di 10 volte
ad esempio, 4U puo essere
interpretato come 40

Se i problemi della scrittura a mano sono in diminuzione, invece
con I'incombente anglicizzazione del linguaggio, puo presentarsi un
nuovo problema, con la lettura al telefono dei nomi dei farmaci.
(La parola ypsilon, per fare un esempio, appare avere 8 pronunce:
Link->).


https://en.wikipedia.org/wiki/Upsilon
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1.29 Complementi — 7 americano o 1 italiano?

Negli U.S.A. non usano la scrittura italiana, a mano, del numero
sette col taglietto orizzontale, e il vostro sette col taglietto qualcuno
la potrebbe anche non capire cosa intendete con quel simbolo.
L’immagine & tratta da questo video su calcoli farmaceutici:

https://www.youtube.com/watch?v=pM6NXky4LcE&1ist=PLTE32pAcpyx_
ligfbgbJAzrcBcwuVPwDM&index=7

1.30 Complementi — Note finali sui numeri

Praticamente in tutto il mondo per scrivere i numeri si usano le
“cifre arabe"

0,1,2.9

e questa & una buona notizia. Anche gli arabi, che scrivono da destra
a sinistra, scrivono i numeri nel verso “nostro", cio¢ 243 significa
243 anche in un testo in arabo — buono a sapersi, per interpretare le
ricette, per un farmacista che si trovasse a operare in una missione
pitt o meno di pace in una zona di lingua, o anche solo scrittura
alfabetica, araba.


https://www.youtube.com/watch?v=pM6NXky4LcE&list=PLTE32pAcpyx_liqfbgbJAzrcBcwuVPwDM&index=7
https://www.youtube.com/watch?v=pM6NXky4LcE&list=PLTE32pAcpyx_liqfbgbJAzrcBcwuVPwDM&index=7
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adl EJ’_".-J ol 370y T

—£ 1250 SaPsal Mgl Jf q_./.r" d[,:_/.'.f...,g (Magnesium :d}_/ﬁ)f‘.,"‘é

Sreenshot (5 ottobre 2021) da Wikipedia in urdu, lingua (non araba) scritta con
alfabeto arabo: il numero che vi appare riportato é proprio dodici, non ventuno, ed

¢ il numero atomico del magnesio, simbolo Mg com’é ben noto.

Superato questo livello minimo di unitarieta, la difformita nella
scrittura dei numeri, in questo inizio di XXI secolo, & sconcertante.

Un testo italiano sara sufficientemente scientifico perché il numero
2.718 sia minore di 3, o € di livello cost divulgativo che quel numero
¢... un migliaio di volte pit grande?

Veramente, nella pratica, c¢’¢ da aspettarsi un po’ di tutto: at-
tenzione!

L’intelligenza artificiale online WolframAlpha — di cui in generale
si puo dire pitt che bene — usa il simbolo E sia per il numero e, sia
per la notazione scientifica dei numeri, con serie possibilita di errori
per l'utente:

WolframAplha interpreta 'input 3 E6 come 3 x 6xe cioé 18e ~
48.93

WolframAlpha interpreta 'input 3E6 come 3-10° cioe 3000000

(WolframAlpha interpreta l'input 2E6 come Groton Municipal
Airport; € un eccesso di intelligenza e di interpretazione, si di-
rebbe...)

Non vogliamo qua estendere piu di tanto il discorso, ma si noti
che se dai dati grezzi risulta che un farmaco ¢ stato somministrato
dall’11/3 al 12/8, calcoliamo che ¢ stato somministrato


https://www.wolframalpha.com
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155 giorni se ¢ avvenuto in Italia: dall’ll marzo al 12 agosto
(compresi)

36 giorni se ¢ avvenuto negli Stati Uniti: dal 3 novembre all’8
dicembre (compresi).

Altre problematicita sorgono dalle unita di misura, e qua accen-
niamo soltanto alla seguente.

1.31 Complementi — Il fantasmagorico microgrammo

Da alcuni indicato con p g, da altri con mcg, e da altri con ug...
La predetta Raccomandazione ministeriale esige la parola micro-
grammi completa.

Leggiamo su Wikipedia, I'enciclopedia libera:

The microgram is typically abbreviated "mcg" in phar-
maceutical and nutritional supplement labelling, to avoid
confusion, since the p prefix is not always well recog-
nized outside of technical disciplines (...) In the United
Kingdom, because SEI10US Mmedication er-
TOr'S have been made from the confusion
between milligrams and micrograms
when micrograms has been abbreviated, the rec-
ommendation given in the Scottish Palliative Care
Guidelines is that doses of less than one mil-
ligram must be expressed in micrograms and that
the word microgram must be written in full [ Enfasi
aggiunta|

Ma attenzione ai testi antichi, perché, ci avverte la stessa pagina di
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Wikipedia,

The expression "mcg" is also the symbol for an obso-
lete CGS unit of measure known as the "millicentigram",
which is equal to 10 pug

Ancora, la stessa pagina ci avverte in nota che

The practice of using the abbreviation "mcg" rather than
the SI symbol "ug" was formally mandated in the US for
medical practitioners in 2004 by the Joint Commission on
Accreditation of Healthcare Organizations (JCAHO) in
their "Do Not Use" List: Abbreviations, Acronyms, and
Symbols because "ug" and "mg" when handwritten can
be confused with one another, resulting in a thousand-
fold overdosing (or underdosing).

1.32 Complementi — Numeri e approssimazioni

Nelle Scienze Applicate si preferisce evitare nei risultati finali le
frazioni, i decimali periodici, e, 7, le radici e le altre funzioni ele-
mentari, e tutto si esprime con scritture decimali esatte se si puo e
merita, o altrimenti approssimate.

Ma in Farmacia ¢ largamente usato il segno ~ per indicare un valore
approssimativo invece di =.

Inoltre, nelle Scienze Applicate, compresa la Farmacia, spesso si
scrive = intendendo », per esempio 1 :3 = 0,333 o addirittura, con
meno buona approssimazione, 1:3 =0,33.
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In Matematica | In questa trattazione. Nelle Scienze Applicate.

La scrittura percentuale La scrittura percentuale

la daremo solo se ha senso. | si da solo se ha senso.
Esempio: per le probabilita | Esempio: per le probabilita

=$=0.125 = £=0.125=12.5% =0.125 oppure = 12.5% ma
anche = 0.1250 e = 12.50%
-1-03 = 1%0.3333 = 33.33% —0.3333 oppure = 33.33%
= Y2 0.7071... | = ¥2 ~0.7071 = 70.71% —0.7071 oppure = 70.71%
6 21.9098.. = £%0.9099 = 90.99% —0.9099 oppure = 90.99%
1-0.3678.. = 1 ~0.3679 = 37.79% = 0.3679 oppure = 37.79%

Si noti che = 0.3678... ¢ diventato ~ 0.3679 perché la prima cifra
seguente ¢ > 5. (Fatto non conoscibile dalla scrittura = 0.3678...).
Si noti la scrittura 0.1250 delle Scienze Applicate, nelle quali questa
scrittura indica — se usata appropriatamente — che il valore ¢ conosci-
uto con 4 cifre significative, cioé & compreso fra 0.12495 e 0.12505,
mentre 0.125 sarebbe conosciuto con sole 3 cifre signi-

ficative e allora indicherebbe, un numero compreso fra 0.1245 e
0.1255. La questione é sottile, perché richiede di conoscere la pre-
cisione dei dati iniziali, che in generale ¢ scarsamente nota.
Naturalmente possono considerarsi approssimagzioni pitl precise, o
meno.

Nota. Sono assurde scritture come

“mezza tazza di carote contiene 459 mcg di beta-carotene"
“mezza tazza di carote contiene circa 459 mcg di beta-carotene"

perché l'errore relativo massimo sul numero 459 sarebbe

|459 —-458.5
458.5

un millesimo, precisione impensabile per la “mezza tazza" di carote.

~ 0.1%




Le Compresse di Matematica 87

1.33 ESERCIZI SULLA LEZIONE 1

1.33.1 Esercizio risolto a — Globuli rossi

2021 * Prendiamo come valori medi 5 litri di sangue in una persona e 5 milioni
di globuli rossi al millimetro cubo. Quanti sono in tutto i globuli rossi in una
persona? Si ricordi che 1 litro equivale a un cubo di lato 100 mm. Si esprima
il risultato nella notazione scientifica con 2 cifre significative n.m x 10* oppure
n.mEEk.

SVOLGIMENTO
Ricordando il volume del cubo

volume = lato®

per il litro abbiamo I’equivalenza
1L = (100 mm)®
cioe
1 L=10° mm?

allora
5L =5x10° mm?

e considerando che ci-sono 5 milioni di globuli rossi in ogni millimetro cubo

NumeroGlobuliRossi = (5 x 10%) x (5 x 10°) = 25 x 102 =

2.5 x 1013

25E13

Nota 1. Se volessimo esprimere il risultato a parole, entriamo in un guaz-
zabuglio di equivoci. A rigore sono 25 bilioni, ovvero, in inglese, 25 trillions,
ma di fatto alcuni anche in italiano direbbero “trilioni", con grande confusione;
attualmente WordReference online traduce sia “bilione" che “trilione" con tril-
lion; in inglese invece billion ha 'unico significato di “miliardo". Ma “trilione",
per Treccani online, & 108,

Si evitino come la peste le parole “bilione" e “trilione".

Nota 2. Il numero di tutte le cellule del corpo umano ¢ probabilmente

ovvero
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“di poco" maggiore, secondo alcuni ~ 3.0 x 10'3: buona parte delle cellule
del corpo umano sono globuli rossi. Si veda https://journals.plos.org/
plosbiology/article?id=10.1371/journal.pbio.1002533#pbio.1002533.
ref001 in cui si legge anche “We estimate the total number of bacteria in the
70 kg "reference man" to be 3.8 -1013." Un po’ di piu.

1.33.2 Esercizio risolto b — Percentuali capricciose

ooz (R) % Supponiamo che la probabilita di una malattia nelle femmine sia il
quadrato della probabilita di quella malattia nei maschi, e che questa sia 8%:
qual é la probabilita della malattia nelle femmine?

0.64%

(Ovviamente 8% ¢ 0.08 e 0.082 = 0.0064 che ¢ 0.64%. Allora no, non ¢ 64% ©

Questa pit o meno &, semplificando, la situazione del daltonismo, con la
percentuale riferita al Nord Europa. Per Genetica — gene recessivo
trasportato sul cromosoma X — la probabilita del daltonismo nelle femmine —
in una popolazione “stabile" isolata — ¢ il quadrato della probabilita del
daltonismo nei maschi

OPPURE,

un modo pessimo di risolvere, ¢ elevare direttamente al quadrato il numero 8,
ma allora bisogna elevare al quadrato anche il %, in un modo che non si ¢ mai
visto scritto, (8%)? = 82 %?2 e ricordando che % significa esattamente

1
100

si conclude come sopra, trovando 64 decimillesimi, 0.0064, ovvero 0.64%).

1.33.3 Aneddoto — Il significato ultimo

WolframAlpha, la pit potente intelligenza artificiale matematica gratuita on-
line, alla domanda
Which is the Answer to the Ultimate Question of Life, the Universe,
and Everything?
risponde... LINK->


https://journals.plos.org/plosbiology/article?id=10.1371/journal.pbio.1002533#pbio.1002533.ref001
https://journals.plos.org/plosbiology/article?id=10.1371/journal.pbio.1002533#pbio.1002533.ref001
https://journals.plos.org/plosbiology/article?id=10.1371/journal.pbio.1002533#pbio.1002533.ref001
https://www.wolframalpha.com/input?i=Which+is+the+Answer+to+the+Ultimate+Question+of+Life%2C+the+Universe%2C+and+Everything%3F+
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2 Ripasso di Geometria Euclidea Elementare

2.1 Perché questo corso ha 1 ora di Geometria?

Per lo studio della Geometria sono
— motivi formativi/astratti
— motivi pratici.

Problema. In figura si vedono dall’alto 3 cubi uguali appoggiati su un piano
orizzontale. Si appoggi un quarto cubo uguale sul buco fra i 3 cubi in modo
che un suo vertice vada quanto piil in basso possibile. E difficilissimo immag-
inare la figura costituita dai 4 cubi! Che forma ha vista dall’alto? Cioe, ci
chiediamo come si modifica la figura verde qua sotto, quando verra aggiunto
il quarto cubo.

Come mostra il soprastante esempio, la geometria elementare ci fa raggiungere
subito i limiti della nostra potenza mentale, facendoci fare un salutare bagno
di umilta.

Questo ¢ un motivo formativo/astratto per lo studio della geometria, e alla
fine della Lezione ne vedremo vari altri.

Adesso pero vediamo alcuni motivi pratici, direttamente utili per le Scienze
della Farmacia.



90 A. Soranzo

2.2 Questioni pratiche affrontate dalla Geometria

Impareremo a calcolare il volume utile di una capsula (“pillola")
modellizzata con un cilindro e 2 semisfere.

Potremo calcolare anche, fra le altre cose:

— il volume di compresse ellissoidali;

— l'area di cerotti rotondi e rettangolari;

— il volume di un vaso sanguigno, modellizzato con un cilindro;
e, almeno in casi semplici oppure approssimativamente, anche:

— l'area della nostra farmacia

— e il numero di clienti ospitabili, se dipendente dall’area;

— il volume della nostra farmacia e del suo magazzino

— e il numero max di lavoranti la: per legge dipende dal volume;

— il volume di provette, siringhe, matracci, serbatoi...
e tante altre cose.

Problema da semplice a difficile
Supponiamo che per un’epidemia si debba

tracciare sul pavimento della nostra bella

farmacia circoli di raggio 1 m, uno per
/ cliente ospitabile. Quanti se ne potranno
fare, e in quali posizioni?

A seconda della forma dello spazio utile
(diciamo: davanti al bancone), il problema

pud essere da semplice a difficilissimo.

E fa una bella differenza poter ospitare 4

clienti oppure, ottimizzando le posizioni

dei circoli, 5 o magari addirittura 6 clienti.
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2.3 Geometria, ovunque!

La presenza di forme geometriche nella Scienza e nella Tecnologia
¢ molto pervasiva.
Scrive Galileo Galilei, uno dei fondatori della Scienza moderna:

La filosofia é scritta in questo grandissimo libro che con-
tinuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico 'universo),
ma non si puod intendere se prima non s’impara a intender

la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali e scritto. Egli

é scritto in lingua matematica, e i caratteri son triangoli,
cerchi, ed altre figure geometriche, senza i quali mezi ¢ im-
possibile a intenderne umanamente parola; senza questi é

un aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.
(https://it.wikiquote.org/wiki/Galileo_Galilei)

Questa profonda osservagione scritta nel XVII secolo si € rive-
lata vera anche per innumerevoli scoperte scientifiche successive:
ovunque nella Scienza ricorrono segmenti, triangoli, quadrati, pen-
tagoni, esagoni, ettagoni, sfere...

In figura la formula di struttura del cicloeptano, usato nella pro-
duzione di farmaci (fotografia da Wikipedia, I’enciclopedia libera),
e dell’Aspirina (acido acetilsalicilico), il pit antico farmaco (1897)
non gia esistente in natura (fotografia da WolframAlpha), che tanto
buoni risultati sta dando nella terapia del covid-19:

The results showed that aspirin use was associated with

a reduction in COVID-19 mortality (adjusted RR 0.69
(..))37) https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/
PMC9217117/

"Ma S, Su W, Sun C, Lowe S, Zhou Z, Liu H, Qu G, Xia W, Xie P, Wu B, Gao J,
Feng L, Sun Y. Does aspirin have an effect on risk of death in patients with COVID-197 A
meta-analysis. Eur J Clin Pharmacol. 2022 Sep;78(9):1403-1420. doi: 10.1007/s00228-022-
03356-5. Epub 2022 Jun 22. PMID: 35732963; PMCID: PMC9217117.


https://it.wikiquote.org/wiki/Galileo_Galilei
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC9217117/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC9217117/
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L’approssimativa sfericita della Terra era ben nota al tempo di
Galileo Galilei, lo zigote umano ¢ stato scoperto molto dopo.

Si potrebbe obiettare che il corpo della persona adulta non ha pit
la forma di una sfera, né e diventato un cilindro o un cono. Ma
nonostante la sua forma pitt complessa, gli si applicano i concetti
che vengono elaborati per le figure elementari, come

— distanza fra una sorgente di raggi X e un organo

— area della superficie corporea

— volume del corpo
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2.4 Una figura puo valere mille parole

Crys\tals I-\

X-ray |

o
Defracted Rays

Film
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2.5 Una figura puo valere mille bugie

Ecco le fotografie del mio viaggio in Cechia e rispettivamente in
Chad che ho mostrato al mio amico americano (che peraltro non ha
idea di dove siano la Cechia e il Chad, come usa cola). Immaginate
che idee si e fatto.

Cechia Chad

By Dezidor, in Wikimedia By Kayhan ERTUGRUL, in Wikimedia

In effetti la prima ¢ una catapecchia di zingari in Cechia, il secondo
é il palazzo del parlamento del Chad.

Questo ¢ uno dei modi in cui vengono condotte le manipolazioni
mediatiche su certi argomenti “sensibili", trascegliendo immagini.

Molto piu indicativo, proprio potente, ¢ il confronto dei 2 valori
di un parametro, fondamentale nelle Scienze Sociali e largamente
correlato alla Medicina:

aspettativa di vita alla nascita in Cechia: 78 anni

aspettativa di vita alla nascita in Chad: 55 anni.
Questi 2 numeri sono medie fra milioni di persone, tutti gli abitanti
dei 2 stati, invece le immagini sono del tutto fuorvianti fotografie
di singole situazioni. (Che ¢ proprio il modo con cui i media spesso
mostrano le informazioni, corredandole di “esempi" fotografici... op-
portunamente scelti, in base agli interessi dei loro referenti).
Ma ncora piu straordinariamente informativo di un numero, puo
essere un grafico, che ¢ una particolare figura geometrica.
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2.6 Primi concetti della Geometria Euclidea Elementare

[ concetti primitivi di base della Geometria Euclidea sono questi:
il punto o spazio O-dimensionale
la retta(euclidea) o spazio 1-dimensionale
il piano(euclideo) o spazio 2-dimensionale
la spazio(euclideo) o spazio 3-dimensionale

(L’ultimo ¢ lo spazio euclideo propriamente detto ma anche gli altri
vengono chiamati spazi euclidei, con la precisazione della dimen-
sione).

Esistono spazi non euclidei, dei quali non ci occuperemo.

E ben possibile — la questione ¢ ampiamente studiata in Fisica — che I'universo non si
disponga affatto su uno spazio euclideo tridimensionale. Ma sulla scala umana, in cui
avvengono tutte le cose della Farmacia, lo spazio euclideo tridimensionale modellizza
benissimo il nostro mondo, in cui siamo immersi, viviamo e operiamo.

In esso possiamo modellizzare capsule e compresse di varie forme, la nostra farmacia

e il suo magazzino, i capelli e i vasi sanguigni, e un’infinita di altre cose.

Si deve considerare noto che
— la retta ¢ costituita da punti
— il piano ¢ costituito (in vari modi) da rette
— e quindi da punti
— lo spazio ¢ costituito (in vari modi) da piani
— e quindi da rette
— e quindi da punti.

I1 punto é il concetto base delle varie Geometrie.
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Il punto viene assiomatizzato “infinitamente piccolo" — si potrebbe
dare una definizione piu rigorosa — e la sua rappresentazione sul pi-
ano dovrebbe avere area 0 ma per visualizzarlo lo rappresenteremo
pit “cicciottello", con un pallino.

Definizione 1. Una certa quantita di punti (in seguito diremo un
insieme di punti) di uno spazio euclideo si chiama figura (geomet-
rica, euclidea).

Per esempio la tetraktys, di 10 punti, su cuid seguaci di Pitagora
facevano i giuramenti pit solenni.

Tuttavia, molti Autori preferiscono quest’altra definizione:
Definizione 1 bis. Una certa quantita di punti (in seguito di-
remo un insieme di punti) di uno spazio euclideo che si dispone
con continuita ovvero senza stacchi, si chiama figura (geometrica,
euclidea).

Con questa definizione modificata, la tetrattide non ¢ una figura.

Le definizioni variano a seconda degli Autori e, in Farmacia, an-
che degli Enti regolarori.

Le definizioni in Farmacia sono una sorta di game changer. Per
esempio se un prodotto verra classificato vaccino piuttosto che pro-
farmaco — e per i vaccini covid a mRna la questione € sottile —
rientrera in legislazioni e procedure di controllo diverse.

Oltre ad avere prospettive commerciali molto diverse, ovviamente.
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Lo studio delle figure é 'oggetto delle Geometrie.

Tuttavia, noi ci occuperemo solo di figure molto “elementari" —
seppure non si possa qua definire esattamente e precisamente la
questione — non come quelle delle 2 figure qua sotto. Certamente
non considereremo figure “frastagliatissime" come i frattali.

(La questione teorica ¢ alquanto complessa: Teoria della misura).

A sinistra: il frattale di Mandelbrot. Immagine generata con I’assistenza di ChatGPT
4 di OpenAl, salvo successiva rotazione. A destra: Frattale. Public domain https://

commons.wikimedia.org/wiki/File:Mandelbrot_6_PhYC3%Alo_BYC3%B4ng.png.

2.7 Altri concetti della Geometria Euclidea Elementare

Figure 1- e 2- e 3- dimensionali, e misure 1- e 2- e 3- dimensionali:
Curve — figure 1-dimensionali — fra cui le rette — hanno lunghezza.
Superfici — figure 2-dimensionali — fra cui i piani — hanno area.
Solidi — figure 3-dimensionali — fra cui lo spazio — hanno volume.



https://it.wikipedia.org/wiki/Misura_(matematica)
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mandelbrot_6_Ph%C3%A1o_B%C3%B4ng.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mandelbrot_6_Ph%C3%A1o_B%C3%B4ng.png
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Considereremo concetti primitivi anche:
la distanza di 2 punti;
il segmento;
la retta orientata, dove i punti si precedono o sequono fra loro;
il fatto che un punto origine divide la retta in 2 semarette;
il fatto che una retta origine divide il piano in 2 semipiani;
il fatto che un piano origine divide lo spazio in 2 semispazi;
per semplicita di trattazione, anche la curva e la sua lunghezza;
per semplicita di trattazione, anche la superficie e la sua area.

2.8 Bordo ovvero contorno ovvero frontiera

Supponiamo noto il concetto —la cui definizione sarebbe complicata
— di distanza di un punto da una figura.
(In uno spazio euclideo, a qualunque numero di dimensioni).

O.

Si potrebbe definire ma la definizione é complicata. Si immagini la distanza dalla

Terra di un atomo in cielo. Oppure di quell’atomo da un’astronave, pur con la sua
forma molto piu variegata di una sfera. Oppure si ragioni sulla distanza del punto

dalla lettera o soprastante.

Definizione. Si chiama bordo o contorno o frontiera di una figura
di uno spazio euclideo (a qualunque numero di dimensioni) I'insieme
dei punti dello spazio che distano 0 dalla figura, e distano 0 dallo
spazio privato della figura.

Nei casi pit semplici & esattamente quello che nel linguaggio co-
mune viene chiamato bordo della figura. Si pensi per esempio a un
“cerchio pieno": la frontiera é il “cerchio vuoto".

I1 bordo delle figure del piano euclideo considerate
in Geometria Elementare ha area 0.
I1 bordo delle figure dello spazio euclideo considerate

in Geometria Elementare ha volume 0.
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2.9 Corde e convessi

Definizione. Un segmento con estremi sul bordo di una figura si
dice corda della figura.

Per altri Autori la corda ¢ un’altra cosa: le discrepanze definizio-
nali sono comuni in Geometria Euclidea. (Come in Medicina).

I1 grandissimo matematico
Godfrey Harold Hardy disse,
sostanzialmente, a proposito
della prima guerra mondiale,
che ogni scienza viene
apprezzata per quanti morti
puo fare in una guerra.

Definizione. Se ogni corda di una figura ¢ contenuta nella figura,
la figura si dice convesso. (Si pensi a un cerchio “pieno", e, come
figura non convessa, una stella a 5 punte, anch’essa “piena").
Definizione. Una corda che congiunge un punto medio di un lato
di un triangolo col vertice opposto si chiama mediana.

Teorema. Le 3 mediane di un triangolo si incontrano in 1 solo
punto, detto baricentro. (Esso modellizza il baricentro della fisica).

La Tomografia Convessa, lontanamente collegata alla Tomografia
Medica, si occupa delle lunghezze delle corde delle figure convesse.
Teorema(!®). Ogni triangolo ¢ univocamente determinato dalle
lunghezze delle sue corde passanti per il baricentro, a meno di una
simmetria centrale con centro nel baricentro.

Si potrebbe obiettare che é un risultato inutile. Pero:

— Ha bellezza.

— Ancora nessuno € riuscito a utilizzarlo per fare nuove armi, oppure
epidemie, magari che colpiscano selettivamente gruppi etnici.

18Richard J. Gardner, Alessandro Soranzo, Aljoga Vol¢i¢: On the Determination of Star
and Convex Bodies by Section Functions. Discret. Comput. Geom. 21(1): 69-85 (1999)
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2.10 Note di Geometria Euclidea 1- 2- 3- dimensionale

La Geometria Euclidea Elementare Unidimensionale ovvero 1-dimensionale
studia le figure contenute in una retta.
[ tipi principali, fra infiniti, sono i seguenti.

o Il segmento ha lunghezza pari alla distanza degli estremi.

e Il punto ha lunghezza 0.

o La retta e la semiretta hanno lunghezza +oo0.

* figure terribilmente “frastagliate" potrebbero non avere una lunghezza
e non verranno considerate nella Geometria Elementare (al livello

di questo testo).

e Nel piano il punto, il segmento, la‘retta e tutte le altre figure
(della Geometria Elementare) contenute in una retta hanno area 0.
e Nel piano ogni curva (della Geometria Elementare) ha area 0.

o Il piano e il semipiano hanno area +oo.

x figure terribilmente “frastagliate" potrebbero non avere un’area e
non verranno considerate nella Geometria Elementare (al livello di
questo testo).

e Nello spazio ogni curva (della Geometria Elementare) ha volume
0.

e Nello spazio ogni superficie (della Geometria Elementare) ha vol-
ume 0.

e Nello spazio il punto, il segmento, la retta, il piano e tutte le
figure contenute in un piano hanno volume 0.

o Lo spazio e il semispazio hanno volume +oo.

x figure terribilmente “frastagliate" potrebbero non avere un vol-
ume e non verranno considerate nella Geometria Elementare (al
livello di questo testo).
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2.11 Decomposizione di una figura piana in piu figure

Se nel piano euclideo una figura F' si decompone, salvo al piu la
sovrapposizione sui bordi, in piu figure Fi,...,F, di aree aq,...,a,,
allora 'area di F' € a; + ... + a,. Si pensi alle aree dei 4 triangoli
nella figura

Similmente avviene coi volumi nello spazio. 1l paradosso di Banach-
Tarski non riguarda le figure semplici a cui ci limitiamo ma proprio quelle super-

frastagliatissime che abbiamo deciso di ignorare. ©®

Paradosso 1. Decomponendo la prima figura con 14 ballerine
e ricomponendola si ottengono 15 ballerine.

Paradosso 2. LINK


https://en.wikipedia.org/wiki/Banach%E2%80%93Tarski_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Banach%E2%80%93Tarski_paradox
https://it.wikipedia.org/wiki/Paradosso_dell%27area_scomparsa
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2.12 Rette parallele e incidenti e sghembe, ed angoli

Due semirette diverse con stessa origine P dividono il piano in 2 an-
goli di vertice P. Se essi sono uguali si dicono piatti. Se uno € “mi-
nore" dell’altro quello minore si dice convesso e I’altro concavo. Due
rette del piano con intersezione vuota le diremo parallele. Rette
non complanari non incidenti si dicono sghembe. Se l'intersezione
ha esattamente 1 punto si dicono incidenti. Se l'intersezione co-
incide con le rette stesse, si tratta di 2 rette coincidenti (talvolta
dette parallele coincidenti): in effetti ¢ 1 sola retta considerata 2
volte. Due rette incidenti possono formare 4 angoli uguali che si
dicono retti, e in quel caso le rette si dicono ortogonali o perpen-
dicolari. Angoli “minori" di un angolo retto si chiamano acuti e
angoli “maggiori" di un angolo retto e “minori" di un angolo piatto
si dicono ottusi.

Tutte le predette cose tranne le rette sghembe, sono definite o nel
piano euclideo, oppure in un piano dello spazio euclideo.

2.13 Geometria Elementare Bidimensionale

La Geometria Elementare Bidimensionale ovvero 2-dimensionale
studia le figure contenute in un piano (euclideo).

Alcune cose che supponiamo note dagli studi precedenti
poligono
lato del poligono, perimetro del poligono, area del poligono
triangolo: il poligono con 3 lati
lato e base e altezza del triangolo
triangolo rettangolo, isoscele ed equilatero
rettangolo, il poligono con 4 lati e 4 angoli retti
base e altezza del rettangolo
quadrato: il rettangolo con 4 lati uguali; lato del quadrato
o Il triangolo di base b e altezza h ha area %bh.
o Il rettangolo di lati a e b ha perimetro 2a +2b e area a - b.
o Allora, il quadrato di lato a ha perimetro 4a e area a?.
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2.14 Teorema di Pitagora

Un triangolo con un angolo retto si chiama triangolo rettangolo;
si chiama ipotenusa il suo lato maggiore; cateti gli altri.

anusoddp

Adjacent
A ) B o

Dette nell’ordine ¢, ¢y e co le lunghezze di quei lati, vale

i2=ct+c3 (1)

Ecco 2 conseguenze del Teorema di Pitagora:

la diagonale del quadrato di lato a ha lunghezza /2 a (2)

il triangolo equilatero di lato a ha altezza /3 a

ESERCIZIO, ~ Supponiamo che la Protezione Civile ci imponga di svuotare
meta del magazzino della nostra farmacia per urgenti necessita relativamente
a una epidemia o terremoto. Il nostro magazzino ha la forma (cioe, in pianta)
della meta di un quadrato che si ottiene suddividendolo con una diagonale.
(Si tratta di un triangolo rettangolo isoscele). Il lato del quadrato misura 1
(per esempio 1 dm, decametro, 10 metri, ma non ci occuperemo delle unita di
misura). Ora noi vogliamo suddividere (per esempio con un nastro adesivo sul
pavimento) quel triangolo in 2 parti di ugual area; per esempio con una linea
parallela a un cateto, ottenendo un trapezio e un triangolo. Trovare 'altezza x
del triangolo. (Ovviamente il nuovo triangolo ha non solo altezza = ma anche,
per considerazioni di geometria elementare, base x).
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farmacia

magazzino

SVOLGIMENTO
L’area del quadrato di lato 1 ¢ 12 cioe 1, e allora il magazzino ha area

1

Atriangolo grande = 5 ( *)

Il triangolo nuovo ha sia altezza che base lunghe z e allora I’area é

1

Atriangolopiccolo =5T-x (**)

2

Il valore in (#x*) dev’essere meta del valore in (*):

1, 11
Zop2-2.2 D)
2" T, /

m2=% /\/' (z>0)

1
T=1\[=
2
e con la calcolatrice
~ 0.707

(Per un lato iniziale di misura ipotetica 1 decametro ovvero 10 metri, si tratta

di 7 metri e 7 centimetri).
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2.15 Cerchio, circolo, circonferenza

In questo paragrafo semplicemente definiremo

Q>/\

cerchio, circolo, circonferenza,

centro, raggio, diametro,

arco di circolo, semicircolo, semicerchio,
notando grandi discrepanze definizionali.

In quest’ambito la nomenclatura ¢ molto ambigua e varia fra i di-
versi Autori, usandosi in italiano
almeno 6 termini
per 3 sole cose,
e un’altra varieta di termini in inglese scientifico:
cerchio
circolo
circonferenza
disco
palla (2-dimensionale)
lunghezza della circonferenza.

In base alla nomenclatura che adottiamo in questo testo, possi-
amo immaginare le 3 cose cosi:

cerchio — affine a un disco di vinile — ¢ una figura

circolo — affine a una fede nuziale — ¢ una figura

circonferenza — lunghezza del circolo — in Matematica ¢ un
numero mentre in Fisica ha un’unita di misura ed ¢ una grandezza
fisica.
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Definizioni. Dati un punto C' e numero r > 0, I'insieme dei punti
che hanno distanza r da C' si chiama circolo (per altri Autori circon-
ferenza) di centro C e raggio r. E una curva dotata di lunghezza,
detta circonferenza.

Si noti che:

— il circolo appare “vuoto", e il centro non gli appartiene;

— il cerchio appare “pieno", e il centro gli appartiene:

in questa trattazione chiameremo cerchio 'insieme dei punti che
hanno distanza < r da C, centro del cerchio (oltre che del circolo).
Ogni segmento nel cerchio lungo 2r si chiama diametro.
Teorema. Ogni diametro ¢ una corda e contiene il centro.

Un diametro divide il cerchio in 2 semaicerchi e il circolo in 2 semsi-
circols.

Ogni segmento che ha un estremo nel centro e uno sul circolo si
chiama raggio.

Si noti che le parole raggio e diametro indicano sia dei segmenti
che le loro lunghezze, spesso denotate con r e d.

Ogni corda di un cerchio crea in modo ovvio e ben noto 2 archi
di circolo.

L’arco di circolo € una curva dotata di lunghezza.
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2.16 Pi greco, lunghezza del circolo, area del cerchio

Definizione e Teorema.
In tutti i cerchi é sempre uguale il rapporto fra semicirconferenza e
raggio:

semicircon ferenza

e :
raggio

ovvero fra circonferenza e diametro, e il rapporto si chiama pi greco:

crconferenza

T -
2-raggio

da cui indicando con d il diametro
circonferenza = mwd

e da quest’ultima indicando con r il raggio (essendo d = 27)

circonferenza=2mr (3)

e la scrittura decimale di 7 ha infiniti decimali che non si ripetono
periodicamente

T DON'T THINK T CAN AT
EVERYONE IN....
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e vale I'approssimazione (a 3 cifre significative)

™~ 3.14 (4)

e per un cerchio di raggio r

area = mwr?

2.17 Sull’orlo dell’abisso in compagnia di pi greco

Pi greco ¢ ancora al centro di questioni scientifiche irrisolte.

Per esempio non si riesce ancora a dimostrare se tutte le cifre da 0 a 9 ri-
corrano infinite volte oppure no.

Moltissimi matematici hanno prodotto approssimazioni di 7 nel corso dei mil-
lenni.

Wikipedia italiana da un’approssimazione di 7 con le prime 100 cifre deci-
mali:

3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209
74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679
(scritto con la virgola decimale, e spazietto ogni 5 cifre) e ci racconta altre cose
interessanti:

Verso il XX sec. a.C. Babilonesi usavano ’approssimazione %, cioe 3.125.
Archimede nel III sec. a.C. da I'approssimazione 26171484715, cioé 3.14163. ..

Il matematico tedesco Ludolph van Ceulen (1600 circa) calcolo i
primi 35 decimali. Era cosi fiero del suo risultato che lo fece scrivere
sulla sua lapide. (Wikipedia, I’enciclopedia libera)

Nel 2020 sono state calcolate 50 000 miliardi di cifre decimali.
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2.18 Geometria Elementare Tridimensionale

La Geometria Elementare Tridimensionale ovvero 3-dimensionale
studia le figure contenute nello spazio (euclideo).

Ci sono fenomeni ancora pit controintuitivi che in 2 dimensioni.
Per esempio la superficie di Clebsh qua sotto a destra (parzialmente,
ovvio) rappresentata contiene 27 rette, nostante la sua apparenza
alquanto ondulata. E una superficie del tipo di quelle (superfici al-
gebriche) indagate da Ugo Morin a cui é dedicata un’aula a Trieste
(dove nacque nel 1901) nell’Universita per la quale questo libro di
Matematica viene scritto.

A sinistra: Elicoide. Public domain (?7) image in https://commons .wikimedia.org/
wiki/File:%D0%91%D0%A1%D0%AD1. _%D0%93%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D0%BA%DOY%BEY%DO
B8%D0%B4.jpg. A destra: Superficie di Clebsch. By Fly by Night in https://

commons .wikimedia.org/wiki/File:Clebsch_Cubic.png.


https://mathcurve.com/surfaces.gb/clebsch/clebsch.shtml
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:%D0%91%D0%A1%D0%AD1._%D0%93%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D0%BA%D0%BE%D0%B8%D0%B4.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:%D0%91%D0%A1%D0%AD1._%D0%93%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D0%BA%D0%BE%D0%B8%D0%B4.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:%D0%91%D0%A1%D0%AD1._%D0%93%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D0%BA%D0%BE%D0%B8%D0%B4.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Clebsch_Cubic.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Clebsch_Cubic.png
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o Il parallelepipedo di lati a,b,c ha volume abc:

‘/parallelepipedo =a-b-c (5)

e allora il cubo di lato z ha volume z3.
o La sfera di raggio r ha volume

Visfera = % s (6)

come da poesia in figura; risultato trovato da Archimede.

A

Poesia Futurista Sferica

(Pseudomarinetti) Cilindro

o Il cilindro ha volume area di base-altezza ovvero

Veilindro = 712 h (7)

e area laterale 27 r h.

Per cilindro, in geometria elementare si intende quello del linguag-
gio comune, come nella figura; pitt tecnicamente potrebbe essere
chiamato cilindro circolare retto troncato, e potrebbero consider-
arsi anche cilindri non retti o non circolari o non troncati.
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2.19 Alcune cose supposte note dagli studi precedenti

Una figura si dice limitata se esiste un cerchio che la contiene (per
esempio i segmenti), altrimenti illimitata (per esempio le rette).
L’unione di 2 segmenti AB e BC' (da altri denotati [AB] e [BC])
non allineats, con un estremo B in comune si chiama linea spezzata
di 2 latt AB e BC e vertice B, e in modo analogo € definita quella di
pit lati. Non facciamo i dettagli, come pure per le seguenti intuitive
denominazioni:

linea spezzata chiusa, o altrimenti aperta;

linea spezzata intrecciata, o altrimenti non intrecciata;

lati consecutivi;

lunghezza della linea spezzata.

Supponiamo noto il fatto (non banale da dimostrare) che una linea
spezzata chiusa non intrecciata divide il piano in 2 parti. Quella
limitata si chiama poligono (semplice) (o non intrecciato), coi lati
e i vertici della linea spezzata, e perimetro la sua lunghezza.
Il poligono si dice

equilatero se ha ilati uguali

equiangolo se ha gli angoli uguali

regolare se ¢ equilatero ed equiangolo.

o I poligoni con 3 lati si chiamano triangoli.
o I poligoni con 4 lati si chiamano quadrilaters.

Fra i quadrilateri ci sono i parallelogrammz, che hanno i lati a 2
a 2 paralleli, e fra essi ci sono
* 1l rombo, che ¢ equilatero,
* il rettangolo, che & equiangolo (angoli tutti retti)
* 1l quadrato, che ¢ equilatero equiangolo.
o I poligoni con 5 lati si chiamano pentagon:.
o I poligoni con 6 lati si chiamano esagon.
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2.20 Con WolframAlpha

Mai sufficientemente bene sara detto di WolframAlpha, la pitt po-
tente intelligenza artificiale matematica attualmente disponibile gra-
tuitamente online.

Esempio. Scriviamo
area of a regular pentagon with edge x
e ci risponde

area of a regular pentagon with edge x

& NATURAL LANGUAGE | [§3 MATH INPUT

Input interpretation

regular pentagon  odge length x - area
Result
5 x° )
~ 1.72048 x

4J5-2J§
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2.21 Le simmetrie, la chiralita e i farmaci

Ben note al lettore sono le simmetrie, rispetto a un punto, rispetto
a una retta, rispetto a un piano. L’ultimo caso corrisponde allo
specchio. Leggiamo su Science(19)

All of life exists on just one side of a mirror. To put
it more technically, the biomolecules that comprise living
things — DNA, RNA, and proteins — are all “chiral.” Their
building blocks have two possible mirror-image shapes,
but in every case, life chooses just one. At least so far.

Today in Science, researchers report they've made strides
toward exploring the other side of the mirror. They re-
engineered a workhorse enzyme that synthesizes RNA so
it makes the mirror-image form. They then used that
enzyme to construct all the RNAs needed to make a ri-
bosome, the cellular machine responsible for constructing
proteins. Other components still need to be added, but
once completed, a mirror-image ribosome might be able
to churn out proteins that could serve as novel drugs and
diagnostics and cant readily be broken down in the body.

Tragica vicenda della Farmacia, & quella del/la Talidomide, corre-
lata alla chiralita delle molecole. Leggiamo(29) dal CNR, consiglio
Nazionale delle Ricerche, il principale ente pubblico di ricerca ital-
1ano:

La talidomide, farmaco ampiamente utilizzato in passato per cu-
rare 'influenza, come sedativo e per alleviare i sintomi della nausea
da gravidanza, viene spesso menzionato come caso studio per intro-
durre i concetti di isomeria e chiralita delle molecole. Considerato
inizialmente privo di tossicita, in seguito alla sua ampia diffusione

19Mirror-image’ protein factories could one day make durable drugs the body can’t break
down (27 OCT 2022)
2nttps://almanacco.cnr.it/articolo/11422/simmetria-e-asimmetria-delle-molecole,
letto il 7 settembre 2024


https://almanacco.cnr.it/articolo/11422/simmetria-e-asimmetria-delle-molecole
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provoco il verificarsi di gravi effetti collaterali, tra questi la nascita
di bambini focomelici o con gravissime malformazioni agli arti, figli
delle donne che avevano assunto il farmaco durante la gravidanza.
La molecola, infatti, esiste in due forme aventi formula identica e
con gli atomi legati fra loro nello stesso ordine, I'unica differenza
¢ l'arrangiamento degli atomi nello spazio, per cui una forma é
I'immagine speculare dell’altra, ma le due forme non sono sovrap-
ponibili, analogamente a quanto osserviamo confrontando la mano
destra con la mano sinistra.

Una forma della talidomide ¢ quella curativa, mentre nell’altra la
molecola € tossica teratogena. Questa asimmetria viene definita
come la chiralita di una molecola: una molecola € chirale quando
é presente in due forme, gli enantiomeri, ciascuno immagine spec-
ulare dell’altro, ma non sovrapponibili. Le molecole chirali spesso
sono presenti come miscela dei due enantiomeri, dette miscele raceme.
Nel caso specifico della talidomide, isolarne la forma “innocua” dal
racemo ¢ risultato inefficace, perché il nostro organismo ¢ in grado
di convertire un enantiomero nell’altro.

Farmacisti:

L’ibuprofene (...) viene attualmente commercializzato in forma racem-
ica, ma i dati di letteratura suggeriscono come soltanto I’enantiomero S
sia responsabile dell’azione farmacologica, mentre ’enantiomero R ap-
pare privo di tale caratteristica e si accumula nei grassi sotto forma
di estere del glicerolo. Alla luce di cio, risulta importante sviluppare
strategie sintetiche che permettano di ottenere solo I’enantiomero S.

2.22 Perché si studia Geometria? Da millenni?

Alcune cose della geometria sono direttamente utili in Farmacia,

talvolta attraverso la Chimica, la Fisica, la Fisiologia.

Ma il motivo per cui da millenni nelle societa civilizzate tutti stu-
diano la Geometria Euclidea, anche i principi destinati a diventare

re, € molto piu profondo.
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La Geometria Fuclidea ¢ la Scienza razionale per eccellenza, con un
valore didattico immenso, sperabilmente formativo per la persona.
Segnaliamo alcuni aspetti, tutti poi ricorrenti nella Farmacia:

— la rigorosa precisione delle definizioni

— la ferrea logica delle argomentazioni

— i risultati controintuitivi

— le illusioni percettive
— capire 1 limiti dell'intelligenza.

Nota sulle definizioni. Le Aziende farmaceutiche devono per
legge attenersi rigorosamente a un’infinita di definizioni.

Ma anche per altri motivi ci tengono molto-ai nomi e alle ques-
tioni definizionali. Si pensi a come una nota azienda ha capitaliz-
zato 'enorme fiducia acquisita presso-i Consumatori col Fluimueil,
vendendo adesso il Fluimucil Influenza e Raffreddore.

Che pero non contiene il principio-attivo del Fuimucil.

($ia onore al merito).

Nota sulla ferrea logica. La rigorosa precisione e la ferrea log-
ica, col loro richiedere di “rompersi la testa" su ogni rigo di testo,
sono 1'opposto della moderna cultura dei 140 caratteri dei tweet,
degli slogan, dei non sequitur cioé¢ gli errori di ragionamento, che
hanno dato immensa prova di forza e pervasivita anche durante
la pandemia — e adesso (2022-2024) con la guerra. Slogan che
sono molto piu connaturali all’essere umano della sottil logica —
in qualche modo “giustamente": ¢ lupi sono cattivi avra salvato
molti bambini in passato — e sempre hanno permesso e adesso per-
mettono facilmente di trascinare le masse

alla guerra, con gli slogan invece della razionalita.
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Complementi

2.23 Complementi — Congruenza

Se per 2 figure F' ed F” esiste una funzione biiettiva f : F' - F' che
conserva le distanze di tutte le coppie di punti corrispondenti

f(P)f(Q)=PQ VYPQeF

le 2 figure si dicono congruenti e si possono immaginare come
sovrapponibili; ma si faccia attenzione che l'azione della sovrap-
posizione puo necessitare di passare momentaneamente nello spazio
in cui & contenuto il piano — puo in effetti non bastare un movi-
mento di strisciamento sul piano — come per i grafemi d e b. Tutte
le rette sono congruenti, e anche le semirette e i semipiani.

Se F' ed F’ sono il piano euclideo stesso, f si chiama isometria.

2.24 Complementi — Similitudine

Se per 2 figure F' ed F' esistono un numero « > 0 e una funzione
biiettiva g : F' - F’ che moltiplica per « le distanze di tutte le
coppie di punti corrispondenti ovvero precisamente

f(P)f(Q)=a-PQ YPQeF

le 2 figure si dicono simili. In pratica si tratta di ingrandimenti o

rimpicciolimenti.

Si dimostra che se un triangolo ha gli angoli uguali a quelli di un

altro, essi sono simili. Allora dette a, b, ¢ le misure dei lati del

primo, e a’, V', ¢’ quelle del secondo, vale la (doppia) proporzione
a b

. c
a:a'=b:b=c:c 0ssia — = — = — .
a b
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2.25 Complementi — Quanti circoli esistono?

Tutti i segmenti sono simili, e anche i circoli, i cerchi, i quadrati
e 1 triangoli equilateri, e perfino — cosa sorprendente e poco nota
anche fra i matematici — tutte le parabole.

Piu in dettaglio:

Nel piano euclideo esiste sostanzialmente una sola retta e tutte le
altre sono solo rotazioni traslate (spostate) di quella.

Nel piano euclideo esiste sostanzialmente un solo circolo e gli altri
sono ingrandimenti/rimpicciolimenti di quello, salvo eventualmente
ancora una traslazione (spostamento).

Nel piano euclideo — e questo ¢ meno evidente < esiste sostanzial-
mente una sola parabola, e tutte le altre sono ingrandimenti/rimpicciolimenti
di quella, salvo eventualmente ancora una traslazione (spostamento)
e una rotazione.

Una cosa analoga seppure non uguale ayvviene coi grafici delle fun-
zioni esponenziali (vedi 14.2)

2.26 Complementi — Teoremi di Euclide.

Un triangolo con un angolo retto si chiama triangolo rettangolo;
ipotenusa il suo lato maggiore e cateti gli altri. Dette nell’ordine ¢,

c1 e ¢o le lunghezze di quei lati, h quella della distanza dell’ipotenusa

dal vertice opposto (cioé h & la lunghezza dell’ altezza relativa all’ipotenusa),
e p1 e py le lunghezze delle proiezioni dei cateti sull’ipotenusa (nell’ordine),
valgono:

ci=h-p1, 3=h-po Primo Teorema di Euclide

p1:h="h:p Secondo T'eorema di Euclide.

2.27 Complementi — Note sugli enti geometrici

La distanza ¢ un numero reale non negativo.

Lunghezza, area e volume sono +oo o numeri reali non negativi.
Le altre cose cose finora considerate invece sono figure e quindi
insiemi di punti, tranne 'orientazione della retta e della semiretta:
I'orientazione ¢ un ente matematico diverso dai numeri, da +oo e
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dalle figure; é pin sottile ma possiamo ritenerlo intuitivo. (Ancora
piu sottile & l'orientazione del piano, che vedremo, e ancora pil
sottile 'orientazione dello spazio).

2.28 Complementi — Definizioni precise in Farmacia

Le definizioni, parola per parola, hanno implicazioni legali — tal-
volta di smisurata portata, anche economica, perfino mondiale.

Leggiamo su Facta:

La definizione (...) al momento in cui scriviamo, recita
«Vaccino: Un preparato che ¢ usato per stimolare la
risposta immunitaria del corpo contro delle malattie». La
stessa pagina il 21 agosto 2021, preservata da Internet
Archive, invece definiva il vaccino «Un prodotto che sti-
mola il sistema immunitario di una persona per produrre
I'immunita da una specifica malattia, proteggendo la per-
sona da quella malattiay.

Questo cambiamento di definizione ha permesso di far approvare
come vaccini prodotti che prima non sarebbero rientrati nella definizione
(i vaccini non possono, come dice Facta, essere “efficaci al 100 per
cento"), anche capitalizzando la fiducia guadagnata dal Prodotto
presso il Consumatore nei secoli precedenti, ascritta al nome “vac-
cino".

Non si facevano cento miliardi di dollari inoculando una cosa chia-
mata per esempio profarmaco; con vaccino si.

Sconcertante per uno Statistico € 'incredibile varieta di definizioni
usate negli articoli scientifici per “vaccinato", quando pure si deg-
nano di riportare quella che hanno usato per la ricerca. Leggiamo
per esempio in un articolo(21) scientifico:

21Palinkas A, Sandor J. Effectiveness of COVID-19 Vaccination in Preventing All-Cause
Mortality among Adults during the Third Wave of the Epidemic in Hungary: Nationwide


https://facta.news/fuori-contesto/2021/09/10/i-cdc-hanno-modificato-la-definizione-di-vaccino-ma-per-maggiore-chiarezza/
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Partially vaccinated people who received the vaccine dur-
ing the follow-up period but did not become protected
during the study period (did not receive the booster or
died before the 7th day after complete vaccination) were
excluded from the investigation.

Altro esempio: una famosa famosa Azienda produttrice, nei trial
clinici ha definito come reazione avversa superata 1’aborto sponta-
neo, ottenendo quindi un minor peso complessivo delle reazioni av-
verse, aumentando le possibilita che le venisse concessa 1’autorizza-
zione per la messa in commercio del suo vaccino.

Retrospective Cohort Study. Vaccines (Basel). 2022 Jun 24;10(7):1009. doi: 10.3390/vac-
¢ines10071009. PMID: 35891173; PMCID: PM(C9319484.
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2.29 ESERCIZI SULLA LEZIONE 2

2.29.1 Esercizio risolto a — Volume di una goccia

2021 * Se un millilitro ovvero centimetro cubo d’acqua corrisponde a 20 gocce,
e supponendo sferica una goccia, trovarne il diametro.

L’unita d misura, cm, deve essere scritta esplicitamente nel risultato.

(In Farmacia e Medicina si ritiene in generale che 1 millilitro d’acqua cor-
risponda a 20 gocce. Non c’é alcuna garanzia che cido sia un fatto
sempre vero, che siano sempre esattamente 20, ma di questo non
ci occupiamo. Con sostanze diverse dall’acqua distillata il numero 20 puo
cambiare molto ma non ce ne occupiamo. E naturalmente nel campo gravi-
tazionale la forma non sara esattamente sferica ma non ee ne occupiamo).

SVOLGIMENTO
Verra usato lo standard della virgola decimale. (Ma si potrebbe usare quello
del punto decimale, a scelta).
1

Il volume di 1 goccia ¢ 55 di centimetro cubo, cio¢ 0,05 cm? ovvero ml, e

ricordando il volume della sfera abbiamo ’equazione nell’incognito raggio r

Al /%

3 20
dove r é in cm, e 2% = 0,05.in cm?, ma facciamo i calcoli senza unita di misura
3 1
3 = —_— — 3
41 20 / v
s 3
r= —_—
80w

e Desercizio sarebbe finito.

Tuttavia possiamo esprimere meglio la soluzione trovata, facendo “entrare"
il 2 sotto la radice cubica, con I'uguaglianza 2 = /8, e 8 si semplifica con 80,

3/ 3

107 cm

Nota. Numericamente sono ~ 0.46 cm, circa mezzo centimetro di diametro.
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2.29.2 Esercizio risolto b — Volume di una capsula

sotomoai; N D1 consideri una capsula (vulgo: pillola) ipotetica ma comunque di
apparenza alquanto normale — non viene qua seguito alcuno standard legale o
industriale — il cui volume interno abbia la forma di un cilindro di diametro
0,4 cm e lunghezza 1,2 cm completato con due semisfere.
Calcolatone il volume, lo si riduca di Y.
Si ricordi che cilindri e prismi hanno volume area di base x altezza qualunque
forma abbia la base.

SVOLGIMENTO

Verra usato lo standard della virgola decimale (come gia nel quesito).

Prima di tutto osserviamo che nel testo viene dapprima chiamata lunghezza
del cilindro quella che di solito in geometria elementare, e in particolare nella
formula, viene chiamata altezza del cilindro: abituiamoci a tale ambiguita.
Ricordiamo la formule dell’area del cerchio e del volume della sfera in funzione
dei raggi:

mr? 4 ars

3
La base del cilindro ¢ un cerchio di raggio pari alla meta del diametro

r=0,2cm

e quello é anche il raggio delle semisfere.

Avendosi 2 semisfere, calcoleremo il volume di 1 sfera e lo sommeremo al volume
del cilindro, la cui area di base & w72, facendo i calcoli dapprima senza unita
di misura:

Vtsfera unione delle 2 semisfere + ‘/;ilindro =

=§7T7‘3+7T7“2h=

4
Mg 3,14-0,2° +3,14-0,2% - 1,2 » 0,184213
che ora riduciamo di /4, come richiesto, con la formula
x ~ - 1z (da tenere ben distinta dalla z ~— ;2 corrispondente a “ridurre
a 1/4”)
0,184213
~(,184213 - ’T ~0,13816

e con ragionevole approssimazione

0,138 cm3

(Sono 138 mm?3, approssimativamente % di centimetro cubo ovvero millilitro).
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NOTA. Le scritture frazionarie come 1/, e % vengono escluse dalla Racco-
mandazione per la prevenzione degli errori in terapia consequenti all’uso di
abbreviazions, acronimi, sigle e simboli (settembre 2018) del Ministero della
Salute italiano:

evitare I'uso delle frazioni (ad esempio, 1/, compressa ovvero “meta
compressa” pué essere frainteso con 1 o 2 compresse) e sostituire,
ove possibile, il farmaco con altra forma farmaceutica avente il
dosaggio necessario

ma esse continueranno a trovarsi in un’infinita di testi, anche di Farmacia.

2.29.3 Problema tanto carino quanto difficile ©©©

Problema di Apollonio. Trovare un cerchio che tocchi (cio¢, tangente ai
bordi) simultaneamente tre cerchi dati.

©

©
Ce ne possono essere parecchi ma ¢ molto difficile trovarne i centri e i raggi.

2.29.4 Problema insolubile GH

Con soli riga e compasso trovare il lato di un cubo che abbia volume doppio
di un cubo a assegnato.

(E ben nota la semplice costruzione con riga e compasso di un quadrato avente
area doppia di un quadrato assegnato, ma il corrispondente problema col vol-
ume dei cubi ¢ insolubile).

2.29.5 Aneddoto — Perché studiare Geometria?

Si racconta che, nell’antica Alessandria, durante una lezione di ge-
ometria, un giovane studente si avvicindo a Euclide, uno dei piu
grandi matematici di tutti i tempi, e gli chiese: "Qual ¢ il beneficio
pratico di studiare la geometria?" Il ragazzo, probabilmente stanco
di lavorare su prove e postulati senza vederne un’applicazione im-
mediata, sperava in una risposta che giustificasse il tempo e ’energia
spesi nello studio.

Euclide, senza rispondere direttamente, chiamo un servo e disse:
"Dagli tre oboli, perché vuole trarre profitto da cio che sta impara-
ndo." (Un obolo era una piccola moneta dell’antica Grecia.)

(ChatGpt, 2024)


http://www.salute.gov.it/imgs/C_17_pubblicazioni_2802_allegato.pdf
http://www.salute.gov.it/imgs/C_17_pubblicazioni_2802_allegato.pdf
http://www.salute.gov.it/imgs/C_17_pubblicazioni_2802_allegato.pdf
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3 Logica delle proposizioni

3.1 Premessa

(Contro)esempi stupefacenti ci indicano che le affermazioni mate-
matiche vanno dimostrate, non basta(?2) fare un “mostra e dimostra".

Le illusioni ottiche ci indicano che ¢ inappropriato usare solo figu-
re per fare dimostrazioni.

Le ambiguita linguistiche ci indicano che ¢ inappropriato usare solo
testo libero del linguaggio comune per fare dimostrazioni.

La varieta delle lingue ci induce a cercare un preciso linguag-
gio matematico simbolico che prescinda dalle lingue.

Tutto cio viene fatto ad un livello molto profondo in Matematica
ma in questo testo elementare considereremo solo qualche elemento.

3.2 Introduzione

Prima di tutto consideriamo il simbolo = da intendersi nel senso “é
lo stesso elemento". (Due rette perpendicolari r e s sono senz’altro
uguali nel senso del linguaggio comune ma dal punto di vista matem-
atico sono diverse: r # s, non ¢ la stessa retta). Per esempio
area Az% bh.
In generale scriveremo 3 varianti del simbolo di uguaglianza:

:= nelle definizioni, per esempio f(x) := 22,

= nelle identita, per esempio (z+1)2=22+2x + 1.

EQ .. .
=" nelle equazioni, per esempio

EQ . . .
(r+1)2=""22+5x+1, equazione con (unica) soluzione x = 0.

22Per esempio n? +n +41 da un numero primo per n =0, 1,2, ..., 38,39 ma non per n = 40.
E si consideri la tragica disillusione del tacchino induttivista.


https://it.wikipedia.org/wiki/Tacchino_induttivista#Descrizione
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Supporemo concetto primitivo (noto) le proposizioni. Esempi:
2 ¢ pari
3 ¢ pari (non ¢ molto vero ma non importa, ¢ proposizione)

X ha il diabete
Y ¢ iperteso

Introdurremo alcuni simboli logici rigorosi.

Indicheremo con = 1’allora, ovvero meglio implica:
per esempio

1009 -2 = 2018 = 2018 ¢ pari.

Indicheremo con < il perché:

per esempio

2018 ¢ pari < 1009 -2 = 2018

Si noti che p=-q si puo scrivere q<p:.

Indicheremo con < il se e solo se
Per esempio:

X triangolo:

equiangolo < equilatero

Supponiamo noti il vero e il falso.

Li denoteremo V e F ma internazionalmente possono trovarsi indi-
cati T e F e in vari altri modi.

Una congettura (indimostrata) ¢ un’affermazione che non ¢ di-
mostrata vera e non ¢ dimostrata falsa. (Ma é creduta vera da
qualche persona significativa, sennd non ne parleremmo).

Esempio. Congettura di Goldbach (Eulero e Goldbach, 1742)

ogni numero pari > 2 é somma di 2 numeri primi.
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3.3 Connettivi logici

Vedremo 4 connettivi logici: non, et, vel, aut: il non opera su 1
proposizione e gli altri congiungono fra loro 2 proposizioni.

3.4 Connettivo logico non

Tavola di verita del non ovvero - ovvero™ ovvero NOT
p —p scritto anche p o semplicemente non p
VF
FV
Per esempio p:=3 & pari" ha il valore di verita ¥, p invece V.
p potremo scriverla “non 3 é pari" o meglio “3 non ¢ pari" e in ogni
caso ¢ equivalente alla “3 ¢ dispari".

Non ¢ sano. (E malato).

3.5 Connettivo logico et

Continuiamo con 1’et ovvero A ovvero AND che significa e:
“A gennaio sosterro Matematica e Fisica."
(Se faro solo 1 o 0 di-essi mi accuseranno di falsita).
Tavola di verita dell’et:

pqp et q ... proposizione composta

VVYV

VFF

FVF

FFF

E iperteso e ha il diabete.
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3.6 Connettivo logico vel

Continuiamo(23) col vel ovvero v ovvero OR che significa o ovvero
oppure:
“A gennaio sosterro Matematica o Fisica."
(Se sosterrd entrambi nessuno mi accusera di falsita).
Questa é la tavola di verita del vel:
Pqpvyg
VVV
VFEFV
FVYV
FFF

E iperteso vel ha il diabete. (Potrebbe avere entrambe le patologie).

3.7 Connettivo logico aut

Il vel & molto diverso dall’aut, 1’0 esclusivo, in italiano (linguaggio
comune) ugualmente espresso con o oppure oppure come il vel:
“Mi fidanzerd con Asdrubala o Berenice." Questo o ¢ un aut.(24)
Questa é la tavola di verita dell’ aut:

p qp aut q

VVF

VFEFV

FVV

FFF

In Excel in italiano, i 4 connettivi sono NON, E, O, XOR.

23Purtroppo sia il vel che et talvolta vengono resi con una virgola, e sperabilmente si
capisce il senso dal contesto:

e {(z,y)|z >0,y >0} qua vale A: ¢ il I quadrante, I'insieme

dei punti con sia ’ascissa che l'ordinata > 0;
o {(z,y)|z =v2,v/3} qua vale v cioé z =+/2 v z =+/3: sono 2

rette verticali, & ovvio che si richiede che z sia o V2o \/5, mica

puo avere sia I’'uno che I’altro valore.

241 ’ambiguita notazionale é notevole per tutti gli operatori logici: per "aut Wikipedia in
inglese alla voce Fzclusive or da 10 simboli.
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3.8 I connettivi logici in Farmacia

Esempio 1. In questo testo (non pit presente nell’ottobre 2021 ma

non importa) dei prestigiosi CDC statunitensi, Centers for Disease
Control and Prevention, troviamo un uso tecnico dell’et, scritto
AND, e del vel, scritto OR, per la definizione dei criteri clinici di
diagnosi del covid:

Clinical Criteria
At least two of the following symptoms: fever (measured or subjective), chills, rigors,
myalgia, headache, sore throat, new olfactory and taste disorder(s)

OR

At least one of the following symptoms: cough, shortness of breath, or difficulty
breathing

OR
Severe respiratory illness with at least one of the following;:

e Clinical or radiographic evidence of pneumonia, OR

e Acute respiratory distress syndrome (ARDS).
AND

No alternative more likely diagnosis

Esempio 2. Operatori logici in ricerca bibliografica in database.
Leggiamo in un articolo(2?) scientifico:

Search string used to identify publications from each of the four
databases used for potential inclusion in the study.

Search string

“vaccin® OR innoculat® OR immunization® AND ‘Pfizer OR As-
traZeneca OR Moderna OR pfizer-biontech OR pfizerbiontech OR

2°Reynolds L, Dewey C, Asfour G, Little M. Vaccine efficacy against SARS-CoV-2 for
Pfizer BioNTech, Moderna, and AstraZeneca vaccines: a systematic review. Front Pub-
lic Health. 2023 Oct 24;11:1229716. doi: 10.3389/fpubh.2023.1229716. PMID: 37942238;
PMCID: PMC10628441.
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bnt162b2 OR mrna-1273 OR ChAdOx1-S OR Oxford AstraZeneca’
AND ‘efficacy OR effective®™ AND ‘COVID-19 OR SARS-CoV-
2 OR COVID19* OR COVID OR SARSCOV-2 OR SARSCOV?2
OR Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2 OR Severe
Acute Respiratory Syndrome Corona Virus 2’”.

Naturalmente vaccin®* a sua volta indirizza la ricerca a record contenenti

vaccine OR vaccinated OR vaccination...

Esempio 3. In questo testo della prestigiosa FDA statunitense,
Food and Drug Administration, il vel & sottinteso, ed & ovvio che
si tratti di un vel e non di un et o altro:

An adverse event is any undesirable experience associated with the use
of a medical product in a patient. The event is serious and should be
reported to FDA when the patient outcome is:

Death

()

Life-threatening

(..)

Hospitalization (initial or prolonged)

()

Disability or Permanent Damage

()

(seguono altri casi).

3.9 Tautologie e contraddizioni
Si dice tautologia una proposizione sempre vera.

Esempio: pv —p

Si dice contraddizione una proposizione sempre falsa.
Esempio: p A —p

Proposizioni equivalenti: hanno la stessa tavola di verita.
Esempio: (p aut q) = (p et non q) vel (q et non p)


https://www.fda.gov/safety/reporting-serious-problems-fda/what-serious-adverse-event
https://it.wikipedia.org/wiki/Food_and_Drug_Administration
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3.10 Nota sulla Logica

Lo studio della Logica vorrebbe insegnar-
cl a ragionare correttamente.

Leggiamo su Wikipedia:

Un caso di “non sequitur" e quello che si indica con I’espressione
“Post hoc ergo propter hoc" (dopo cio, dunque a causa di
ci0)”, ovvero considerare A causa di B solo perché B segue
temporalmente A

I impressionante 'illogicita usata abit-
ualmente dalle persone che hanno studi-
ato poco — ma ancor piu colpisce quella
usata da persone di -alto grado nelle is-
tituzioni, che hanno responsabilita sulla
vita di tutti.

Leggiamo il giorno 15 giugno 2020 sul sito del Ministero della Salute

italiano(26)

Mangiare tante arance e limoni previene il contagio perché
la vitamina C ha azione protettiva nei confronti del nuovo
coronavirus

Falso

Non ci sono evidenze scientifiche che provino un’azione
della vitamina C sul virus

Ma allora é congettura indimostrata, e quindi forse é falso
ma forse & vero, oppure é certamente falso come sopra

affermato?
Al 5 ottobre 2021 il testo risultava modificato; nel 2023 sparito.

26http ://www.salute.gov.it/portale/malattieInfettive/
dettaglioNotizieMalattieInfettive.jsp?lingua=italiano&id=4276 letto il 15
giugno 2020.



http://www.salute.gov.it/portale/malattieInfettive/dettaglioNotizieMalattieInfettive.jsp?lingua=italiano&id=4276
http://www.salute.gov.it/portale/malattieInfettive/dettaglioNotizieMalattieInfettive.jsp?lingua=italiano&id=4276
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3.11 ESERCIZI SULLA LEZIONE 3

3.11.1 Esercizio risolto a — Sintomi e patologia

2018 modi ficate * UNA certa condizione patologica X, ¢ diagnosticata se:
c’¢ il sintomo A
e
c’¢ il sintomo B oppure (vel) il sintomo C
oppure (vel)
¢’é il sintomo D ma non il sintomo A.
Cioé, indicando la negazione con la tilde, con ovvio significato dei simboli,

(an(bve))v(dnaa).

Indicando con V e F' il vero e il falso, si conduca di passaggio in passaggio il
calcolo relativo ad un paziente che ha i soli sintomi A, C, D, concludendo la
diagnosi.

(Ragionamenti analoghi e pitt complessi possono venire gestiti da software).

SVOLGIMENTO

Si ha
sintomo A presente: a é vera, V
sintomo B non presente: b é falsa, F'
sintomo C' presente: ¢ € vera, V'
sintomo D presente: d ¢ vera, V'

e si calcola

(VA(FVV))v(VAV)
(VAV)V(VAF)
VvF

v

e in conclusione abbiamo la diagnosi

La condizione patologica X & presente




Le Compresse di Matematica 131

3.11.2 Esercizio risolto b — Finanziare terapie o no

w01s * UNa certa terapia verra supportata da un governo se (e solo se)
é molto efficace e costa molto
OPPURE se
é solo abbastanza efficace e non costa molto.
(Supponendo in qualche modo determinati i significati precisi dei termini).
Con ovvio significato dei simboli

(prq)v(ra=-q).

Nel caso specifico di una terapia che sia solo abbastanza efficace e costi molto
si attribuiscano i valori di verita V o F' a p, q, r, e si valuti di passaggio in
passaggio fino al risultato finale il valore di verita dell’espressione soprascritta,
concludendo se la terapia verra supportata o no.

(Ragionamenti analoghi e pitt complessi possono venire gestiti da software).

SVOLGIMENTO
Si hanno queste 3 proposizioni, coi loro valori di verita nel caso specifico:
F p =“la terapia ¢ molto efficace"
V q =“la terapia costa molto"
V r =“la terapia € solo abbastanza efficace"
Si ha quindi successivamente

(EAV)V(V A=V)
Fv(VAF)
FvF

F' (falso)

La terapia non verra supportata

3.11.3 Esercizio risolto ¢ — Sintomatici per il Ministero

2021 * Supponiamo che dal Ministero arrivi alle Farmacie una circolare che
impone di inviargli una segnalazione se arriva un cliente con

tosse O nelle ultime 48 ore febbre oltre 38,5°C
E

naso che cola O non vaccinato.
Riconosciuto fra questi 4 il calcolo logico da fare

(pva)n(=(rvs))
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(Prq) Vv (=(rns))
(pvq)A(rv=s)
(pAq) Vv (rA=s)

lo si svolga, indicando con V' il valore di verita vero, con F' quello falso, con
7 quello sconosciuto, fino a determinare se la segnalazione va inviata per un
cliente con tosse, naso che cola, vaccinato.

SVOLGIMENTO
Viene usato lo standard della virgola decimale.
Chiaramente la terza espressione esprime le condizioni poste.
In effetti non sappiamo se il cliente ha avuto febbre oltre 38,5°C nelle ultime
48 ore o no e allora indichiamo con 7 il valore di verita di ¢:
V p:=‘ha la tosse"
? q :="ha avuto febbre oltre 38,5°C
V' r :=“ha il naso che cola"
V' s :="¢ vaccinato".

Si ha successivamente

(Vv2)A(V v=V)
Sia V vV che V v F danno V', vero,

VA((VVE)

VAV
\%

La segnalazione va inviata

3.11.4 Esercizio tanto carino quanto difficile

I1 Problema dei Cappelli.

Tre persone, A, B e C, sono disposte in fila indiana, cioé A puo
vedere B e C, B puo vedere solo C, e C non pud vedere nessuno.
Ognuna di loro ha un cappello sulla testa, che puo essere di colore
rosso o blu. Le persone non possono vedere il proprio cappello e
non sanno quante persone indossano un cappello di un certo colore.
[l giudice comunica alle tre persone che almeno uno di loro ha un
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cappello rosso. Quindi chiede a A: "Puoi dire di che colore ¢ il
tuo cappello?" A risponde di no. Lo stesso viene chiesto a B, che
risponde anche lui di no. Infine, viene chiesto a C che risponde con
sicurezza: "Il mio cappello ¢ rosso."

Come ha fatto C a dedurre il colore del suo cappello?
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4 La Logica con I’'Insiemistica

L’insiemistica da una concettualizzazione
univocal(27) per rappresentare un’'infinita
di situazioni della realta, e permette una
modellizzazione in grado di rendere chiare
relazioni fra enti vari — persone, malattie,
farmaci, soldi, di tutto — che sarebbero
semplicemente nvisibili nell’elencazione
bruta di, poniamo, 60milioni di casi.

Loma Linda, United States

Healthy social circle

Eat nuts

High soy
consumption

No alcohol
Faith

Sardinia, Okinawa,

No "time
urgency"
Likeability
Turmeric

Fava beans

Italy Japan

High polyphenol
wine

Empowered
women

Sunshine
ardening

Figure 1: Abitudini in 3 zone del mondo con aspettativa di vita ritenuta molto
elevata. Ci sono in tutto 21 elementi, che sono le abitudini considerate. By
The RedBurn, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:3_blue_zones_venn_

diagram.svg

27Salvo le attualmente purtroppo numerose ambiguita notazionali, ma questa & altra que-
stione, ora di minor importanza.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:3_blue_zones_venn_diagram.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:3_blue_zones_venn_diagram.svg
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4.1 Nozioni di insieme, elementi e appartenenza

In questa trattazione elementare, la nozione di insieme ¢ supposta
nota, ovvero € data come concetto primitivo. Possiamo dire che un
insieme ¢, in qualche modo, una raccolta di elementi, o classe (di
elementi). Ma anche la nozione di elemento ¢ supposta nota, ovvero
¢ data come concetto primitivo, e anche la nozione di appartenenza
di un elemento ad un insieme.

Agli insiemi di solito si da nome una lettera latina maiuscola, come
A e X, ma per alcuni insiemi si usano grafie particolari, per esempio
I'insieme dei numeri naturali viene denotato con N. L’appartenenza
(concetto primitivo) di un elemento ad un insieme si indica col sim-
bolo €, per esempio con 3 € IN, e la sua negazione con ¢: -3 ¢ IN.
Anche, scriveremo equivalentemente prima N e poi 3, col simbolo €
scritto specularmente, e similmente per ¢.

Come variabili atte a rappresentare un elemento indeterminato di
un insieme, di solito si usano lettere latine minuscole: a, x...

E ovvio che un insieme si puo considerare assegnato se & univoca-
mente chiaro(2®) se un elemento vi appartiene o no, per esempio
le persone simpatiche non costituiscono un insieme. Quelle sane,
o povere, o diabetiche, o ipertese, si, se si suppone che da qualche
parte siano stati ben definiti quegli attributi.

Un insieme puo essere determinato per elencazione (principio di es-
tensione) elencandone gli elementi fra parentesi graffe, per esempio
{3,5,8}, eventualmente con puntini di sospensione per indicare el-
ementi non trascritti ma che si suppone il lettore possa capire quali
sono, per esempio {0,1,2,3...}, I'insieme N dei numeri naturali.
Tipici insiemi sono i singoletti, come {x}, {diabete}, {0}, eccetera,
con un solo elemento.

Gli insiemi si possono anche rappresentare (principio di astrazione)
con la proprieta caratteristica, cioé caratterizzante, degli elementi,
per esempio {x € IN|x pari}, che magari talvolta scriveremo solo

28LLa questione della menzionata chiarezza non & banale, ma qui non la approfondiremo; si
. . . . . . . 5 . . . .
noti comunque che, per esempio, i divisori di 1+20242°?° costituiscono un insieme, nonostante
possa essere improbo stabilire se qualche determinato numero vi appartenga.
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{pari}, che perd potrebbe lasciarci nel dubbio, se non ¢ chiaro dal
contesto, che si intendesse {x € Z|x pari}, comprendendo per esem-
pio —=8. Il simbolo | si legge “tale che" e altre volte si scrive : o t.c..
Naturalmente gli insiemi poi possono rappresentarsi graficamente
con ovali racchiudenti i loro elementi (diagrammi di Eulero-Venn).

Alcuni Autori distinguono i diagrammi di Eulero da quelli di Venn:
si vedano le figure 1 e 8 nell’articolo(2) scientifico

Applying Euler Diagrams and Venn Diagrams to Concept Modeling
Invece in questo testo entrambe le rappresentazioni verranno con-
siderate di Eulero-Venn.

4.2 Esempio: comorbidita

ESERCIZIO, * Rappresentare coi diagrammi di Eulero-Venn la situazione
che si forma considerando le 3 patologie diabete, ipertensione e obesita, e poi
si elenchino i 7 casi possibili di malattia, singola o multipla, che si evidenziano
nel diagramma, a partire dal caso peggiore, “ha diabete e ipertensione e obe-
sita", e finendo con “ha solo diabete".

SVOLGIMENTO

diabete

ha diabete e ipertensione e obesita

ha diabete e obesita ma non ipertensione
ha diabete e ipertensione ma non obesita
ha ipertensione e obesitd ma non diabete
ha solo obesita

ha solo ipertensione

ha solo diabete

ipertensione obesita

Per le 7 diverse categorie di pazienti potrebbero essere previste terapie diverse.

PLyalin D., Bus Rules J. 2020 Feb;21(2):c021. PMID: 35440915; PMCID: PMC9014965.
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4.3 Esempio: proprietd farmacologiche

Proprio come sopra, si possono considerare 3 cerchi, ciascuno cor-
rispondente a una di queste proprieta farmacologiche dei vari prin-
cipi attivi:

antibiotici, antinfiammatori, analgesici.
Per esempio 'azitromicina & un antibiotico antinfiammatorio. Ma
alcuni sottoinsiemi sono vuoti: non esistono antibiotici specifica-
mente classificati come analgesici.

Arricchisca il Lettore il sottostante diagramma-di Eulero-Venn con
altri principi attivi.

antinfliammatori

‘ azitromicina

analgesici

antibiotici
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4.4 Uguaglianza; insieme vuoto; inclusione

Due insiemi si dicono uguali se hanno gli stessi elementi. Anche se
hanno diverse definizioni, per esempio

X :={divisoridi6} ={1,2,3,6} =

=Y = {numeri di 3 lettere in italiano}

Esiste un unico insieme privo di elementi, I'insieme vuoto, denotato
a stampa @ o, scrivendo a mano, qualcosa come ¢.

Se ogni elemento di X appartiene a Y si dice che X & contenuto in
Y:
X cY (equivalente a Y 2 X, contiene)

Esempi.
{titolari tessera fedelta farmacia} ¢ {aventi diritto allo sconto}
{invalidi} ¢ {aventi diritto allo sconto} ¢ {umanita}
(Si faccia attenzione che ci' possono essere invalidi titolari di tessera
fedelta).
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4.5 Gl insiemi numerici

<

E

N¢ZgQg¢R
e ovviamente ¢ indica l'inclusione che esclude 'uguaglianza: per
esempio Q & contenuto propriamente in R.

Un soprainsieme proprio di R é 'insieme C dei numeri complessi,
dei quali non ci oceuperemo: C 2 R. In C si formano facilmente
“orafici" di spettacolare bellezza, i frattali, come I'Insieme di Julia
in figura.

4.6 Cardinalita, insiemi finiti e infiniti

In questa trattazione elementare la cardinalita di un insieme finito
¢ il numero dei suoi elementi.

La cardinalita ¢ indicata con #F (e da altri con cardF o |E|).
Per esempio #{a,b,c} = 3.

Supponiamo noti i concetti di insieme finito e insieme infinito.


https://it.wikipedia.org/wiki/Insieme_di_Julia
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4.7 Estensioni.

Il seguente diagramma geografico & molto chiaro ed esplicativo (in
azzurro determinazioni giuridiche, in verde determinazioni geografiche)
ma non corrisponde esattamente alle definizioni che abbiamo dato:
United Kingdom ha sia i 2 elementi Great Britain e Northern Ire-
land, che i 4 elementi England, Wales, Scotland, Northern Ireland.

Anche il diagramma di argomento medico ¢ alquanto chiaro ma
non corrisponde esattamente alle definizioni che abbiamo dato.

British Isles

British Islands

) i MYCOBACTERIUM
United Kingdom avium ss.
PARATUBERCLOSIS
Ireland by
tistand) MAP INCREASES
INSULIN
RESISTANCE

MAP EXHAUSTS
AUTOPHAGY

Ireland
(state)

DYSFUNCTIONAL / INSULIN
AUTOPHAGY / RESISTANCE

Da: Front Immunol. 2021; 12: 714179
By: Coad Thomas Dow

4.8 Insieme delle parti

L’insieme delle parti &(A) di un insieme A ¢ l'insieme di tutti
i sottoinsiemi di A. (Compresi ovviamente 'insieme vuoto e A
stesso). In simboli

P(A)={X:XcA}.

L’insieme delle parti di A si chiama anche insieme potenza di A.
Trattazione elementare valida per i soli insiemi finiti.
Per esempio se A := {a, b, c} allora

P(A) ={2,{a}, {b},{c}, {a, b}, {a,c},{b,c},{a,b,c}} .
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Se un insieme ha n elementi allora (teorema) il suo insieme delle
parti ha 2" elementi. Cioé¢, usando il simbolo # della cardinalita,
qua nel significato semplice di numero di elementi,

#HP(A) =274

Nell’esempio &7(A) ha 8 elementi, cio¢ 23 perché A ha 3 elementi.

E possibile una trattazione ad un livello superiore, valida per tutti
gli insiemi, finiti e infiniti.

ESERCIZIO, Supponiamo che ad un farmacista, cui normalmente arrivano
un centinaio di persone al giorno, una volta ne arrivino un migliaio, lamen-
tando svariati sintomi fra una mezza dozzina di sintemi.  Volendo individuare
I'insieme di sintomi piu caratteristico della nuova situazione, per affrontarla
validamente, si propone di elencare tutti i possibili sottoinsiemi di sintomi, da
2 sintomi fino a 6 sintomi. Quanti elementi avra questa lista di liste di sintomi?
SVOLGIMENTO(30)

I sottoinsiemi dell'insieme di 6 sintomi sono (insieme delle parti) 26 ma dob-
biamo escludere i 6 insiemi costituiti da1 solo sintomo e 1 insieme costituito
da 0 sintomi (l'insieme vuoto) e allora in tutto

2 _6-1-=

(che naturalmente significa (26 - 6) — 1: cioé in assenza di parentesi facciamo
le operazioni nell’ordine in cui sono scritte, non faremo certo prima 6 — 1, che
produrrebbe un errore, bensi prima (26 -6))

57

30Ecco per completezza alcuni elementi della lista con 57 liste di sintomi, denotati con
S1,...,S6:

S1 S2 « 1" lista

S1.S3

S1 56
52 S3
S2 54
S5 S6
5152 S3
S1 .52 54

S1 S2 S3 S4 S5 S6 < 57" lista.
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4.9 Operazioni insiemistiche e logiche a confronto

Si veda
https://www.shutterstock.com/it/image-vector/sets-theory-basic-opers
Consideriamo gli insiemi come sottoinsiemi di un insieme univer-
so, in generale chiamato U ma non necessariamente:
per esempio N, oppure R,
oppure {clienti della nostra farmacia}
oppure {residenti in Italia}.

Insieme complementare di 1 insieme:
AC:={xeUlx ¢ A} cioe —(x € A). Denotato anche A’, ~A, A.

Insieme intersezione di 2 insiemi:

AnB:={zeUlre ArnxeB}

Insieme unione di 2 insiemi:

AuB:={zeUlxre AvxeB}

Insieme differenza simmetrica di 2 insiemi:
AAB :={zeUl|re Aaut x € B}

Si hanno allora queste 4 corrispondenze(3!) fra insiemistica e logica:
c

N A
SRV,
A aut

31Valgono queste ulteriori corrispondenze fra simboli insiemistici e logici:
2 involuzioni:

(A9)C =4

-(-p) =p
4 proprieta distributive (corrispondentisi a coppie)

Au(BnC)=(AuB)n(Au(C)

pv(gar)=(pva)r(pvr)

An(BuC)=(AnB)u(AnC()

pA(gvr)=(pnrg)v(par)
2 proprieta associative, 2 Leggi di De Morgan, che il lettore interessato trovera facilmente,
eccetera.


https://www.shutterstock.com/it/image-vector/sets-theory-basic-operations-vector-education-304874870

Le Compresse di Matematica 143

Si definisce poi 'insieme differenza di 2 insiemi:
ANB:=={xeUlre Anx ¢ B}

Due insiemi si dicono disgiunti se hanno intersezione vuota.
Per esempio

{italiani sani} e {italiani diabetici}

{colesterolo < 200} e {colesterolo > 200} (sottinteso, “persone
con", e I'unita di misura & pure sottintesa, e anche l'insieme uni-
verso, che potrebbe essere quello degli italiani, degli europei, degli
esseri umani... dipende dal contesto considerato).

Si definisce partizione di un insieme una sua suddivisione in sot-
toinsiemi disgiunti. Quella soprascritta deisani e dei diabetici non
da certo una partizione dell’insieme {italiani}, ma quella secondo
colesterolemia si, come pure

{{sani}, {malati}}

{{poveri}, {benestanti};{ricchi}}

{{bambini}, {adolescenti}, {adulti}, {anziani}}
(al solito, supposti ben definiti i termini) tutte di evidente interesse
epidemiologico.

4.10 Nota sull’insiemistica

L’insiemistica — che trattatiamo al livello minimo per gli scopi della
Farmacia — ¢ materia sottile, che raggiunge vertici di inverosimile
complessita. Gia migliaia di anni fa sono emersi problemi che a
tutt’oggi sono studiati intensamente:

1l barbiere del villaggio, colui che rade coloro

che non si radono da sé, si rade da sé?
Suggerimento: si evitino insiemi che contengono se stessi come elemento:

aeEw
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4.11 Predicati e insieme di verita

Un predicato é una sorta di proposizione

ma con una o piu varia-

bili, le quali potranno essere denotate

con qualunque lettera e in particolare z, y, z..., come per esempio:

q(x) := “x & iperteso".

L’insieme di verita di un predicato

é il sottoinsieme del dominio in cui il predicato & vero.

Un predicato ¢ una sorta di proposizione ma con una o piul varia-
bili, le quali potranno essere denotate con qualunque lettera e in

particolare x, y, z..., come per esempio
q(z) = “z & sano" (si supponga definito il concetto)

p(z) :=“z é una retta obliqua del piano cartesiano"
r(z) :=“z ha diritto allo-sconto del 10%"

che di per sé non sono né vere né false, dipende da z. Per esempio
q(Asdrubala) ¢ vera (speriamo per lei, ¢ un caso ipotetico)

p(asse x) ¢ falsa

p(bisettrice del I e III quadrante) & vera
(32)

L’insieme di verita di un predicato é il sottoinsieme del dominio
in cui il predicato & vero.(33)

32FEcco altri predicati, col loro dominio:

z €N, p1(z) :=“x ¢ un numero pari" (p(-8) non ha senso)

x € Z, p2(x) :=*x & un numero pari" (p(-8) & vera)

v eZ, p3(x) =“x?=2"

reR", py(x) =“2% =2" (R* & I'insieme dei reali positivi)
reR, ps(z) =22 =2"

xe{residenti in Italia}, g1 (x) :=“z & sano" (si supponga definito)
x € {residenti in Ttalia}, ga(x) :=“z & diabetico" (come sopra)
x,y € Z t1(x,y) =“z divide y"

x,y € {residenti in Italia} to(z,y) :=“x e y sono coniugi"
33Insiemi di verita relativi alla nota precedente:

insieme di verita di p3: @

insieme di verita di py: {V/2}

insieme di verita di ps: {-v/2,v/2}
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4.12 Quantificatori

Esistono questi 2 quantificatori, dal significato ovvio:
quantificatore per ogni, V¥
quantificatore esiste, 3

Riprendendo la ¢(z) dell’esser sano, di cui sopra, certamente
(3t € {esseri umani})q(t)

cioé esiste (almeno) un sano.
Riprendendo la r(z) del diritto allo sconto, di cui sopra, potrebbe
darsi il caso che

(Vz € {invalidi})r(z)

cioé che ogni invalido abbia diritto alle sconto del 10%.
Naturalmente si possono considerare esempi matematici.(34)

Indicheremo con 3! 'espressione “esiste un unico"

4.13 Esempi sui quantificatori e controesempio.

11 controesempio é un esempio che dimostra falsita.

E molto usato nelle dimostrazioni matematiche.
Esempio:

Proposizione falsa:

Ogni quadrilatero equilatero ¢ equiangolo.
Dimostrazione della falsita:

Si considera il controesempio del rombo non quadrato,

34Qua si fa riferimento ai predicati definiti in una nota precedente.

Esempio 1:
“(3x e R) ps(x)" (cioé “(3x € R) 2% = 2) & proposizione vera
Esempio 2:
“(Yz eR) ps(x)" (cioé “(Vx € R) 2% = 2) & proposizione falsa
Esempio 3:

“(Ax e Z) t1(z,y)" (cioe “(3z € Z) x divide y) ¢ predicato in y
(fra altro sempre vero, cioé vero Vy € Z)

Esempio 4:

“(VzeZ)t1(z,y)" (cioé “(Va € Z) x divide y) & predicato in y
(fra T’altro sempre falso, cioé falso Vy € Z)
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il quale é un quadrilatero equilatero non equiangolo.
Abbiamo allora il teorema vero:
Per ogni quadrilatero, equilatero # equiangolo.

Per ogni triangolo, equilatero implica equiangolo: teorema vero.
Per ogni triangolo, equiangolo implica equilatero: teorema vero.
Per ogni quadrilatero, equilatero implica equiangolo: teorema falso.
Non dimostreremo i 2 teoremi veri; sono poco utili in Farmacia, e
la dimostrazione ¢ addirittura inutile. Ma impariamo la logica.

Dimostriamo invece il teorema falso con un controesempio: consid-
eriamo un rombo non quadrato, ed esso ¢ proprio un quadrilatero
equilatero (ma) non equiangolo.

Il controesempio ¢ un esempio che dimostra falsita. E molto usato
nelle dimostrazioni matematiche.

Essempio.

Proposizione falsa: ogni quadrilatero equilatero ¢ equiangolo. Di-
mostrazione della falsita: si considera il controesempio del rombo

non quadrato, il quale é unquadrilatero equilatero non equiangolo.
Abbiamo allora il teorema vero:
Per ogni quadrilatero, equilatero % equiangolo.

Col simbolo non tmplica scriviamo un teorema vero:
Per ogni quadrilatero, equilatero s equiangolo.

Esempio in Medicina, anzi in effetti in Statistica Medica:

the scientific story of COVID-19 conflicts with the widespread view
of science as a source of certainties. For the general public, if
something is described by an equation, it is exact. Epidemiological
modelling is a dramatic counter-example. https://www.nature.com/

articles/s42254-020-0188-2.pdf

(Le affermazioni matematiche sono assolutamente vere per l’eternita, ma i
modelli matematici — che sono equazioni — descrivono una realta loro pro-

pria che solo parzialmente la realta segue; I'implicazione


https://www.nature.com/articles/s42254-020-0188-2.pdf
https://www.nature.com/articles/s42254-020-0188-2.pdf
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“l futuro dell’epidemia é descritto da una formula = sara cosi”

é stata rivelata falsa dal controesempio dell’epidemia del 2020.)

4.14 Regole di negazione

La negazione di

“(tutti) i paperopolesi sono onesti"
non ¢

“(tutti) i paperopolesi sono disonesti", no, affatto!
bensi

“esiste (almeno) un paperopolese disonesto!:

Cioe, in simboli e piu in generale,
-((Yx e E)p(z)) = (3x € E)-p(x)
e vale anche 'altra negazione
-((3x € E)p(z)) = (Vx € E)-p(x)

4.15 Esempi di negazione

Facciamo 2 negazioni usando il linguaggio naturale, scrivendo “malato"
invece di “non sano" e similmente poi per le malattie “incurabili".

La negazione di
tutti gli italiani sono sani

esiste almeno un italiano non sano;
diciamo pure:
esiste qualche italiano malato.

La negazione di
per ogni malattia esiste una cura

esiste almeno una malattia tale che non esiste la cura (diciamo
pure, incurabile).
@ Questo argomento non ¢ capitato (2022) agli esami ma capitera
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4.16 Logica in Matematica e in Farmacia

Una trattazione completa delle attuali conoscenze di Logica riempirebbe parec-
chi corsi universitari.
E una branca della Scienza che ¢ studiata fin dall’antichita. Il sillogismo, in
particolare, ¢ un tipo di ragionamento dimostrativo che fu teorizzato per la
prima volta da Aristotele; ecco un esempio:

(premessa maggiore) Tutti gli uomini sono mortali

(premessa minore) Tutti i greci sono uomini

(conclusione) Tutti i greci sono mortali.
Il sillogismo fu molto approfondito nel medioevo, ammettendo 256 tipi di sil-
logismi, di cui 4 privilegiate, dette Barbara, Celarent, Darii, Ferio.
Fin dall’antichita sono emersi paradossi logici vari, molto problematici. Nel
900 Godel ha dimostrato una cosa per certi versi drammatica, che esistono

cose vere non dimostrabili. ®

La trattazione della Logica che si é potuta fare al livello di questo
testo elementare vorrebbe insegnarci

a ragionare bene
oppure in subordine almeno

a non ragionare male. (Meglio tacere piuttosto).

4.17 1l triste caso del monossido di diidrogeno

Piu del 90% delle migliaia di persone morte a Milano nel dicembre
2015 era entrata in contatto con quantita significative di monos-
sido di diidrogeno nelle 24 ore precedenti la morte, ma questa
affermazione vera non implica alcuna indicazione di peri-
colosita del monossido di diidrogeno.

Che infatti nessuno bandisce.(3%)

Difidare dai “ragionamenti a parole".

Non ¢ logica ma pseudo-scienza.

35Ci mancherebbe proprio: & acqua.
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La Scienza moderna, che ¢ sperimentale, inizia idealmente con I’esperimento
di Galileo Galilei sulla torre di Pisa:

¢ ovvio (7) che di una palla di piombo e una di creta di uguali di-
mensioni, lasciate cadere giti, quella di piombo arriva a terra prima.
E ovvio. E infatti cosi affermava la Scienza antica, aristotelica. Ora,
sembrera anche una cosa ovvia, pero non € vera: arrivano a terra
insieme, e ’esperimento lo mostra.

Addirittura, su un corpo celeste privo di aria e quindi di attrito con
essa, non ¢ nemmeno necessario che i 2 oggetti siano sfere uguali:

https://www.youtube.com/watch?v=ZVfhztmK9zI

E proprio questa esigenza di razionalita che genera l’attuale spinta
verso la "Medicina Basata sulle Evidenze", cioé in pratica sulla Sta-
tistica Medica.

(Pero, come spesso, ogni 10 passi avanti che 'umanita fa, ne fa 9
indietro, e alla fine il progresso ¢ molto minore delle aspettative;
nel caso della medicina basata sulle evidenze si potrebbe scrivere un
libro intero, ma diciamo molto sinteticamente che é si molto bello
appoggiarsi a statistiche, ma il tutto finisce per funzionare male se
ci si attacca a 1 solo parametro per valutare la performance di un
atto medico; se statisticamente I'iperglicemico migliora nel 90% dei
casi in 1 anno, ma nel 20% dei casi in muore in 10 anni, il vantaggio
diventa dubbio).

L’esempio seguente € farmaceutico.
L’evitamento medicale di malattie mortali

Molti credono che evitare farmacologicamente e/o chirurgicamente
una malattia che causa morte riduca la mortalita.

E dove sta scritto? E uno pseudoragionamento a parole.

Che effettivamente quella terapia riduca la mortalita andra di-


https://www.youtube.com/watch?v=ZVfhztmK9zI
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mostrato scientificamente, per esempio con uno studio prospet-
tico randomizzato in doppio cieco.

Non con il predetto pseudo-ragionamento, ritenuto logico, che evitare
una malattia che causa morte riduca la mortalita.

Fra i vari esempi possibili si consideri il seguente, che ha suscitato
clamore mediatico anche in riferimento all’attrice Angelina Jolie.

Esistono mutazioni genetiche (BRCA1 e BRCA2) che rendono enorme-
mente pitt probabile il cancro al seno.

Asportare quasi del tutto il seno evita quasi del tutto quel can-
cro.

Ma si riduce la mortalita? Leggiamo in un articolo scientifico:(36)

(...) bilateral risk-reducing mastectomy (BRRM) (...)
During a mean follow-up of 10.3 years, 722 out of 1712
BRCAL (...) and 406 out of 1145 BRCA2 (...) underwent
BRRM. For BRCA1 mutation carriers hazard ratios were
0.40 for overall mortality (...) For BRCA2 mutation car-
riers (...) hazard ratio for overall mortality was 0.45

Detto semplificatamente, mortalita doppia fra le operate.

Incidentalmente, si noti che l'impossibilita nel caso specifico di fare uno studio
prospettico randomizzato in doppio cieco limita addirittura intrinsecamente la possi-
bilita di raggiungere una certezza sulla questione, se non assoluta almeno del livello

di gold standard della Medicina e della Farmacia, che é appunto quel tipo di studio.

Ripetiamo: evitare medicalmente la malattia mortale non
ha ridotto la mortalita. In quel caso ’ha raddoppiata.

36Heemskerk-Gerritsen, Bernadette A M et al. “Survival after bilateral risk-reducing mas-
tectomy in healthy BRCA1 and BRCA2 mutation carriers." Breast cancer research and
treatment vol. 177,3 (2019): 723-733. doi:10.1007,/s10549-019-05345-2
in https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC6745043/


https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC6745043/
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Diffidare dai “ragionamenti a parole".

Non ¢ logica ma pseudo-scienza.

Richiedere invece una dimostrazione razionale.

Per esempio nel caso di malattia prevenibile medialcal-
mente almeno uno studio prospettico randomizzato in doppio
cieco su ampio campione, che mostri se ridurre I’incidenza
di una malattia eventualmente mortale prevenibile medi-
calmente riduca effettivamente la mortalita, e non riduca
solo la mortalita per quella specifica malattia al prezzo di
aumentare la mortalita per tutte le cause, all causes mor-
tality. Com’era nell’esempio sopra riportato.

Figure 2: Pillola blu: vivi tranquillo il tuo lavoro di Medico con la mentalita
medica antica non-statistica (curare le malattie senza aggiornarti sugli articoli
scientifici che esaminano se la terapia allunga o abbrevia la vita, oltre a curare
la malattia, che & il minimo sindacale).

Pillola rossa: mentalita della Statistica Medica, ti aggiorni sugli articoli scien-
tifici sull’effettiva utilita di un farmaco, al di la della sola guarigione da una
malattia, per esempio l’aritmia che causa morte, la cui cura con un certo
farmaco aumentava (!) la mortalita per tutte le cause.

Si noti che non é compito del Medico e del Farmacista fare studi ran-
domizzati prospettici, e neppure solo osservazionali. Loro potreb-
bero seguire gli articoli scientifici di statistica medica, ma pochissimi
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spiriti superiori lo fanno. Gli altri vengono informati dagli infor-
matori scientifici, che gli dicono ogni bene del farmaco, sulla base
magari di 1 solo articolo scientifico, scritto dai ricercatori della casa
farmaceutica.

4.18 Prodotto cartesiano

Si chiama prodotto cartesiano di 2 insiemi X e Y l'insieme denotato
con X x Y delle coppie ordinate®®”) (z,y) conx e X eyeY. In
simboli

XxY:={(x,y):xeXetyeY}.

L’insieme X puo essere finito o infinito, e cosi pure Y.
Se X e Y sono finiti allora (teorema(3®) ovvio)

(X xY) = (#X) - (#Y)

cio¢ la cardinalita del prodotto cartesiano di 2 insiemi ¢ il prodotto
delle cardinalita dei 2 insiemi. Per esempio

{CL?ba C} x {O‘)B} = {(CL,O[), (%5)7 (b7a)7 (bvﬁ)a (Caa)7 (076)}

ha 2 -3 =6 elementi, che sono coppie ordinate.

Similmente si definisce il prodotto cartesiano di 3 insiemi, composto
dalle terne ordinate, e di n elementi, composto dalle n-uple; e si es-
tende banalmente il soprascritto teorema sulle cardinalita.

4.19 Note sul prodotto cartesiano.

Osservato che il prodotto cartesiano di 2 insiemi finiti A e B ha (ovviamente)
cardinalita

#(AxB)=#A-#B

e con J insiemi finiti

H#(AxBxC)=#A-#B-#C e similmente con n insiemi

3TUna definizione rigorosa di coppia ordinata (z,y) ¢ {{z},{z,y}}, ma in questa trat-
tazione supponiamo di per sé chiaro il concetto.

38Questo teorema ¢ vero anche per insiemi infiniti ma allora la cardinalita risultante é
infinita e non ha piu il significato elementare qua considerato di numero di elementi.
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osserviamo che parallelamente, per cosi dire, se un’azione si puo fare in n modi
e una seconda azione si puo fare in m modi, la sequenza delle 2 azioni si puo
fare in n-m modi. E la sequenza di 3 azioni in n; - ny - n3 modi, eccetera.
ESERCIZIO,,,

* Calcolare quanti sono i diversi possibili 6-meri dei nucleotidi del RNA ovvero

le sequenze (“parole") di 6 lettere dell’alfabeto
ACGU
(di cui recentemente si ¢ molto scritto riguardo la ricerca contro il cancro).

SVOLGIMENTO
Relativamente alla questione medica, e in futuro eventualmente farmaceutica,
si puo vedere sul sito governativo statunitense PubMed I’abstract dell’articolo
scientifico 6mer seed toxicity in tumor suppressive microRNAs.

Per fissare le idee (ma assolutamente non sarebbe necessario) scriviamo al-
cune delle sequenze/parole:

AAAAAA, AAAAAC, AAAAAG, AAAAATU,

AAAACA, AAAACC, AAAACG, AAAACU,

UUUUUA, UUUUUC, UUUUUG, UUUUUU.

Per calcolare il numero osserviamo che
la 1" lettera puo essere scelta in 4 modi
la 27 lettera puo essere scelta in 4 modi

la 6 lettera puo essere scelta in 4 modi
e allora la sequenza di 6 lettere puo essere costituita in un numero di modi
pari a
45=4.4-4-4-4-4=

4096

Oppure, si potrebbe anche dire che I'insieme delle sequenze/parole ¢ in cor-
rispondenza biunivoca con il prodotto cartesiano

{A,C,G,U} x ...(in tutto 6 volte)... x {A,C,G,U}

e allora ha cardinalita

(#(4.¢.6, U})6


https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/30374110
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concludendo come prima.
Tutte le 4096 sequenze sono elencate in https://www.6merdb.org/

ESERCIZIO., Consideriamo una serie di cassetti in una farmacia etichettati
con un codice composto da una lettera (inglese) maiuscola o da una lettera
seguita da una cifra (decimale). Quanti sono i possibili cassetti etichettabili?

SVOLGIMENTO
L’insieme dei codici di 2 caratteri é in corrispondenza biunivoca col prodotto
cartesiano

{A B,...,Z} x{0,...,9}

che ha 26-10 = 260 elementi. Considerando anche i 26 codici di un carattere
(lettera maiuscola)

si hanno in tutto 286 possibili cassetti



https://www.6merdb.org/
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4.20 ESERCIZI SULLA LEZIONE 4

4.20.1 Esercizio risolto a — Insieme di elementi chimici

L2021 * Quanti sottoinsiemi non vuoti ha I'insieme {He, Ne, Ar, Kr, Xe, Ra, H,O}?

SVOLGIMENTO
L’insieme ha 7 elementi (ovviamente in senso matematico, non stiamo con-
teggiando gli 8 elementi chimici) e allora ha 27 = 128 sottoinsiemi di cui 1 &
I'insieme vuoto.

127

4.20.2 Esercizio risolto b — Chimica combinatoria

., * Supponiamo in via del tutto ipotetica che una certa molecola

possa completarsi in un punto con uno qualunque fra gli elementi
con numero atomico da 58 a 71 (lantanoidi diversi dal lantanio) e in
altro punto con uno qualunque fra in primi 5 di essi. (Senza voler
qua fare Farmacologia, si pensi comunque ai farmaci chelanti).
In quanti modi pud. completarsi la molecola? E se aggiungiamo
Iipotesi che in ogni caso non si completa con due atomi uguali?

SVOLGIMENTO

I lantanoidi diversi dal lantanio, con numeri atomici
58,59,...,70,71

sono 71 —57 cioe 14.
La coppia ordinata di atomi atta a completare la molecola puo
costituirsi (prodotto cartesiano) in 14-5 =

a) 70 modi

Se aggiungiamo l'ipotesi che la molecola non puo completarsi con
due atomi uguali, dobbiamo escludere 5 casi, restandone 70 -5 cioé


https://it.wikipedia.org/wiki/Terapia_chelante#Comuni_chelanti_in_medicina
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b) 65 modi

4.20.3 Esercizio risolto ¢ — Schedine

, Quante sono le possibili schedine classiche, quelle di 13 risultati
1,20X?

SVOLGIMENTO

L’1-esimo risultato puo essere scelto in 3 modi: 1, 2 0 X

il 2-esimo risultato puo essere scelto in 3 modi: 1, 2 0 X

il 13-esimo risultato puo essere scelto in-3 modi: 1, 2 o X.
In tutto 313 modi cioe
1594 323.
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5 Calcolo Combinatorio

[1 Calcolo Combinatorio ¢ costituito da
metodi per determinare il numero di ele-

menti di un insieme finito; ed elencarli,
eventualmente.

In questa Lezione faremo dei modesti accenni alla Probabilita Com-
binatoria, basata in modo ovvio sul Calcolo Combinatorio.

5.1 Un po’ di Calcolo Combinatorio in Farmacia

Vediamo alcuni dei molti casi di ricorrenza del Calcolo Combinato-
rio nella Farmacia.

e [l Calcolo Combinatorio ricorre nella chimica dei farmaci. Una riv-
ista scientifica internazionale ¢ Combinatorial Chemistry Link->.
Leggiamo su Wikipedia, 1'enciclopedia libera:

Spesso il ricercatore si imbatte in un composto che dimostra
una certa attivita biologica, che pero non é sufficiente per
garantire il successo clinico (e commerciale) del composto.
A questo punto inizia un processo di screening “quasi ca-
suale": vengono preparati e testati tutti i possibili composti
che mantengono una analogia strutturale per il nucleo fon-
damentale, ma ne differiscono per i sostituenti collegati.

e II Calcolo Combinatorio ricorre anche nelle questioni di elen-
cazione, catalogazione e archiviazione dei prodotti e delle attivita di
una farmacia. Per esempio il Calcolo Combinatorio rispondera alla
domanda: in quanti modi posso ordinare 4 prodotti su una brochure
pubblicitaria? Sono 24 modi, possono essere elencati facilmente, e
poi assoggettati a considerazioni sanitarie e/o di marketing, per
sceglierne uno per la stampa finale.


https://www.journals.elsevier.com/combinatorial-chemistry
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5.2 Introduzione a Calcolo e Probabilitd Combinatori

La probabilita combinatoria elementare si basa su 2 cose:

e la concezione classica della probabilita, quella della probabilita
come casi favorevoli / casi possibili;

e il calcolo combinatorio, costituito da metodi per determinare
il numero di elementi di un insieme finito E, cioé la sua cardinal-
ita, indicata con #FE (e da altri con cardE o |E|); conteggiare gli
elementi degli insiemi finiti adesso serve proprio per contare i casi
favorevoli e i casi possibili di cui sopra.

In questa trattazione elementare, trattiamo il calcolo combina-
torio — che di per sé sarebbe una matematica elementare — in 3
porzioni:
e una parte 'abbiamo gia trattata nell’insiemistica: in particolare

o prodotto cartesiano

o insieme delle parti
e un’altra parte in questa lezione con accenni al Calcolo delle Prob-
abilita:

o elencazione con.conteggio

o cardinalita dell’unione

o permutazioni

o combinazioni

o disposizioni
e una terza parte in una lezione molto successiva, nell’ambito del
Calcolo delle Probabilita:

o dismutazioni.

Per esempio col prodotto cartesiano, e 1’elencazione con conteg-
gio, si trova facilmente la probabilita che la somma dei punteggi di
2 dadi sia un numero primo:
B # cast faUOT@UOli _ 15<—elencazi0ne con conteggio
- # cast possibili equiprobabils 6 x 6—prodotto cartesiano
5
T 12
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5.3 Elencazione con conteggio

L’elencazione con conteggio ¢ adeguata quando € piu semplice dell’
applicazione di formule. Per esempio per determinare quanti sono i
numeri primi minori di 25

2,3,5,7,11,13,17,19,23 — sono 9

o (col computer) di 10000.

Esempio di lencazione con conteggio — Anagrammi dorati
ESERCIZIO ,,, (R) * Dire quanti sono (a prescindere dal senso
eventuale) gli anagrammi della parola oro, ovvero in quanti modi
si puo riordinare il dataset

0, T, 0

(L’elencazione con conteggio risolve(3?) subito il problema, e qua lo applichiamo al
dataset considerato:

r, 0, 0

0, T, 0

O? 07 I"
e si trova 3 — e similmente considerando gli anagrammi, a prescindere dal senso: roo,

oro, oor).

39Frrato ¢ invece applicare la formula dell’n!, ora 3!, del numero di permutazioni di un
insieme di n elementi, perché qua abbiamo un dataset di 3 elementi ma non un insieme di
3 elementi; gli elementi sono 2 — o, r — e non c’entra nulla, a causa della ripetizione di un
elemento; sarebbe anche possibile applicare una formula — formula delle permutazioni con
ripetizione — per trovare il risultato 3, ma pitt complessa dell’elencazione con conteggio, e
ben poco nota).
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Un esempio applicato al Calcolo delle Probabilita. La prob-
abilita che un numero primo minore di 25 scelto a caso sia dispari
¢ 8

9 ~ (0.889 = 88.9%

perché #{2,3,5,7,11,13,17,19,23} = 9 e solo il 2 non ¢& dispari,
restandone 8.

Questo sopra, triplice, & il modo in cui in questa trattazione ele-
mentare in generale esprimeremo la probabilita, ma si noti che il
secondo (0.889), tipico della Matematica, ¢ poco usato nella pratica
della Farmacia. Anzi, si faccia attenzione a non confondere 0.889
con 0.889%, che ¢ la centesima parte.

5.4 Cardinalita dell’unione

Per gli insiemi finiti, dei quali soli ora ci occupiamo, vale (teorema)
questa (ovvia: si disegnino'i diagrammi di Eulero-Venn) formula
(che lega le cardinalita dell’'unione e dell’intersezione):

HAUB)=#A+#B-#(AnB)

In particolare se A e B sono disgiunti (I'intersezione ha 0 elementi)
la cardinalita dell’'unione ¢ la somma della cardinalita.

ESERCIZIO ,,,,
* Supponiamo che di 116 individui
con anticorpo VISa oppure VISv,73 hanno I'anticorpo VISa, e 53 'anticorpo
VISy. Quanti hanno entrambi gli anticorpi?
SVOLGIMENTO

Sappiamo che per gli insiemi finiti la numerosita ovvero cardinalita degli in-
siemi unione e intersezione vale

#(AuB)=#A+#B-#(AnDB)

cioé equivalentemente vale

H#(AnB)=#A+#B-#(AuB)

€ Ora con
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A = {soggetti con VISa}
B = {soggetti con VIS~}
si ha
numero di soggetti con entrambi gli anticorpi =

=#(AnB)=#A+#B-#(AuB) =
=73+53-116 =

10




162 A. Soranzo

5.5 Fattoriale

Di amplissima ricorrenza nel calcolo combinatorio ¢ il fattoriale.

|| fattoriale diO & 1,
una sorta di brutto anatroccolo
isolato fra i fattoriali;

il fattoriale di ogni
N intero >0 ¢ il

prodotto

| dei numeri 1, 2...
fino a N.

Figure 3: Bing Image Creator, rielaborata con 'aggiunta di testo.

Si ricordi per fissare le idee

31=1-2-3=6

eventualmente anche col seguente mnemonico:
Numer seu fattorial tu sev di tre.

(E un endecasillabo a maiore e gioca sul doppiosenso “sei”).
© All'universita ho scoperto che 2+ 4 é uguale a 3!

Si noti la grande rapidita con cui crescono i fattoriali:
1, 1, 2,6, 24, 120, 720, 5040....
Addirittura 100! ha gia 158 cifre.

Ne riparleremo a proposito delle successiona.
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5.6 Permutazioni

Ogni ordinamento totale di un insieme finito non vuoto A si dice
permutazione degli elementi di A. Esso viene identificato con I'unica
(#A)-upla di elementi di A che “rappresenta" quell’ordinamento
totale. Per esempio dall’'unica 5-upla — come (b,d,a,e,c) — che
rappresenta un determinato ordinamento totale di A se esso ha 5
elementi.

Il numero delle permutazioni di un insieme di n elementi si indica
talvolta con P, e si pone anche F:=1.

[l numero delle permutazioni di un insieme di n-elementi ¢ dato dal
fattoriale’ di n, che vale 1 se n =0 e altrimenti 1+2-...-n:

P,=n!.

Per esempio 4 prodotti possono essere pubblicizzati ciascuno su 1
di 4 pagine di una brochure in 4! cioé 24 ordini diversi.

Esempio. In quanti ordini diversi'si possono mettere in un contenitore di
acqua 8 sostanze chimiche diverse?

Che probabilita c’e di ordinarle in un particolare fissato modo mettendole a
caso?

E un problema di permutazioni, dell'insieme {z1,...,z3} o piil semplice-
mente {1,...,8} delle sostanze considerate, che ha 8 elementi. Gli elementi si
possono riordinare in 8! = 40320 modi. La probabilita & 1/43 320 ~ 0.0000231 =
0.00231%

Esercizio. In quanti modi diversi si possono allineare 5 prodotti farmaceutici

su un espositore?
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5.7 Combinazioni semplici

Consideriamo un insieme di n = 7 elementi e scegliamone k = 3.
In quanti modi si puo fare? La risposta ¢ data dalle combinazion:
(semplici) che ora vedremo.

(Ma se anche riteniamo ordinata la terna scelta, si puo fare in molti
pitt modi, 3! = 6 volte tante, e sono le disposizioni semplici, consid-
erate nel successivo paragrafo 5.8).

Combinazioni semplici. Dato un insieme E di n > 0 elementi
(cioé non vuoto) e un numero naturale k tale c¢he 0 < k < n, i sot-
toinsiemi di £ di k elementi si chiamano combinazioni (semplici)
di n oggetti a k a k (per esempio a 3 a 3) e il numero di esse si
chiama coefficiente binomiale, e si indica.con Cj,j, o (Z) e si pone
per convenzione Cj = 1. Questo numero si calcola col Triangolo
di Tartaglia; oppure con una formula di esso

()7

Nota. Numeri enormi li lasceremo indicati, per esempio scriveremo
365\ _
(%) =
365!

231342!

senza procedere ulteriormente nel calcolo.

5.8 Disposizioni semplici

Disposizioni semplici. Dato un insieme E din > 0 elementi (cioé
non vuoto) e un numero naturale k tale che 0 < k < n, i sottoinsiemi
ordinati di £ di k elementi si dicono disposizioni (semplici) di n
oggetti a k a k (per esempio a 3 a 3), e il numero di esse si indica
con D, j e si pone per convenzione D)o := 1.

é (teorema)

n!
Dpjp=—-.
P = k)!
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Mnemonici:
co mbinazioni... con k! e cosi compare numero corto

disposizioni... dimenticati k! e disponi ordinatamente

Esempi. 3 elementi ordinati si possono scegliere da 7 in (7E—'3)‘ =

% =5-6-7 =210 modi, e senza riguardo all’ordine in (;) =
1282507 = 35 modi. (Riordinabili in 3!-35 = 210 modi). Si provi a
elencare i 35 modi. (Si fissi per esempio E :={1,2,3,4,5,6,7}).

Esercizio. In quanti modi si possono scegliere 4 elementi chimici
diversi della tavola periodica (“classica") di 92 elementi? E quante
sono le quaterne ordinate di 4 elementi?

Per il primo quesito, sono

(92)__ 92! 921 "~ 92.91-90-89
4) 41(92-4) 418! 1-2-3-4

=23-91-15-89=2794155

(Si provi con Wolframalpha Binomial [92,4]).
Per il secondo quesito, sono

921 92
Doy 4 = =22 -92.91-90-89 =
247 (92-4)! 88l
= 67059720

Esercizi. In quanti modi si possono scegliere 23 giorni diversi del
20187 Con o senza significato, quante “parole" di 4 lettere si pos-
sono comporre con le lettere C, R, O, N, I, S, T, A?

Esempio sulle combinazioni semplici. Che probabilita c¢’e di
vincere giocando una cinquina su una ruota del lotto? Per essere
sicuri di vincere giochiamo 1 euro su ciascuna di esse. Quanto
guadagniamo?

Di casi favorevoli ce n’é 1, e i casi possibili sono le combinazioni
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semplici di 90 oggetti a 5 a 5, che sono in numero di (950), e allora
la probabilita e

1 1 5!85! 1-..-5-1-...-85
P=700y = oo~ = =
(5) s 1-...-90
1-2-3-4-5 1 )

 86-87-88-89-90 86-87-22-89-3 43949268
Abbiamo speso 43949268 euro e 1 cinquina da noi giocata vince;
poiché si vince 6 milioni di volte la posta, vinciamo 6 milioni di
euro, con un guadagno di —37949 268 euro. (Ciclopica perdita) @

Esempio sulle disposizioni semplici.. Quanti sono i numeri
esadecimali di 5 “cifre" (da 00000 a FFFFF) con le “cifre" tutte
diverse?

é un problema di disposizioni semplici. Consideriamo i sottoinsiemi
ordinati di { 0, 1,..., 9, A,..., F } di 5 elementi, che — in base al teo-
rema — sono in numero di

16! 16!

(16-5)! 111

- 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16
- 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11

Digs =

=524 160.
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Complementi

5.9 Complementi — Triangolo di Tartaglia e potenze

il Triangolo di Tartaglia (o di Pascal), & la scrittura

variamente estesa con la Formula di Pascal
()= )=o)
= +

k k k-1
(e cioé ogni numero ¢ la somma dei 2 soprastanti, a parte gli 1 ai
margini) dove n ¢ il numero di riga a partire dalla O-esima e k ¢ la
posizione nella riga a partire dalla 0-esima.
I1 Triangolo di Tartaglia consente il calcolo dei coefficienti binom-
ali (”) mediante sole somme. Cio ¢ utile sia nel problema delle

k
combinazioni semplici che nella potenza del binomio

(a+b)"=> (n)ak by r OVVero
im0 \K

= (n)a” + (n)a”_lb + (n)a”_2b2 + (n)a”_?’b?’ + ...+ (n)b”
0 1 2 3 n

(si noti che nella seconda formula gli @ e b nel secondo membro
sono scambiati fra loro rispetto alla prima formula, come se 1a fosse
scritto a®*b¥, ma ¢ equivalente). I vari coefficienti dei monomi si
trovano semplicemente sulla n-esima riga del Triangolo di Tartaglia
(intendendo come 1-esima quella con due 1), per esempio (a+b)?* =
at +4a?b + 6a20? + 4ab? + bt
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5.10 Complementi — Costante di Lieb

Vediamo un notevole risultato di Calcolo Combinatorio, applicato
alla Chimica.
Traiamo da Wikipedia, 1’enciclopedia libera.

In statistical mechanics, the ice-type models or six-vertex
models are a family of vertex models for crystal lattices
with hydrogen bonds. The first such model was intro-
duced by Linus Pauling in 1935 to account for the resid-
ual entropy of water ice.

An n xn grid graph (with periodic boundary conditions
and n > 2) has n? vertices and 2n? edges; it is 4-regular,
meaning that each vertex has exactly four neighbors. An
orientation of this graph is an assignment of a direction to
each edge; it is an Eulerian orientation if it gives each ver-
tex exactly two incoming edges and exactly two outgoing
edges.

Denote the number of Eulerian orientations of this graph

by f(n).

E ben evidente che f(n) tende all'infinito. Ma quanto rapidamente?
Precisamente

) 4\2
lim "/f(n) = (g) - ¥ - 1.5396007 . . .

che si chiama costante di Lieb del ghiaccio quadrato.
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5.11 ESERCIZI SULLA LEZIONE 5

5.11.1 Esercizio risolto a — Gruppo di studenti

2020 (R) * In quanti modi diversi si puo scegliere un sottogruppo di 4 studenti
fra 5 studenti? (O di 4 farmaci fra 5, o di 4 bilance fra 5).

(Le scelte possibili sono tante quanti i modi di scegliere un unico studente da
escludere dal gruppo dei 5 per costituire il sottogruppo di 4 e questo si puo fare
ovviamente in 5 modi; pill tecnicamente si tratta del numero di combinazions:
di 5 elementi a 4 a 4 che sono in numero di

(5) 5l 1-2:3:4-5

- - =5
4) A G- 12:34-1

e addirittura, in questo caso, anche I’elencazione con conteggio sarebbe al ltmite
accettabile come metodo risolutivo).

5.11.2 Esercizio da risolvere — Numeri scelti a caso

Che probabilita ¢’é che un numero < 10 preso a caso sia primo? E < 257 E nei
2 casi, che sia quadrato? Triangolare? Pari?

5.11.3 Esercizio tanto carino quanto difficile

Che probabilita c¢’é di vincere giocando il terno 1, 2, 3 su una ruota del lotto,
per esempio Venezia?
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IT — Funzioni, Algebra e Piano Cartesiano
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6 Funzion

Una legge che ad ogni elemento di un insieme D detto dominio associa 1
elemento di un insieme C' detto codominio si chiama funzione definita in D a
valori in C":

f:D->C

Ad ogni funzione daremo un nome, di solito di 1 lettera(*®) per esempio f
oppure y oppure a, e la variabile indipendente, che varia nel dominio, la in-
dicheremo con un nome qualsiasi, di solito di 1 lettera, per esempio scriveremo

f(@) =

e poi sara per esempio f(2y) =4y?, e f(a+1) = a?+2a + 1 con variabili y e
poi a, mentre la f & la funzione di prima.

Al di fuori della Matematica, per esempio in Chimica e soprattutto in In-
formatica, ¢ normale dare alle funzioni nomi di piu lettere, per esempio pH,
STIPENDIQO, IVA_2024.

Esempi di funzioni non da numeri a numeri:
f: essere umano ~ suo codice fiscale (quello italiano)

g : codice fiscale = numero di acquisti eseguiti nella farmacia

h : codice fiscale = volume degli acquisti eseguiti nella farmacia

6.1 Funzioni Numeriche

Le funzioni numeriche — in questa trattazione elementare — sono funzioni con
dominio e codominio numerico: cio€ a certi numeri associano certi numeri.

6.2 Passaggio a opposto, reciproco, e valore assoluto
6.2.1 Passaggio all’opposto

a(z) = —x passaggio all’opposto, x — —x. (Definita da Z in poi). Questo meno
non indica affatto negativitd ma passaggio all’opposto, per esempio I'opposto
di =3 ¢ il positivo 3. (Si noti allora che —z puo essere positivo).

Da un punto di vista fisico, il tempo -2 h significa 2 ore prima del tempo 0
dell’inizio di un esperimento.

40Una funzione con nome di piil lettere, anche con la variabile di piit lettere, potrebbe per
esempio essere area(lato) = lato?, che da I'area del quadrato in funzione del lato.



172 A. Soranzo

6.2.2 Passaggio al reciproco

b(x) = % passagqgio al reciproco, T — % Notazione deprecabile: 1. Definita
per i numeri diversi da 0 da Q in poi.

Figure | su WolframAlpha Link-> | su WolframAlpha Link->

6.2.3 Valore assoluto

absolute value

in R si definisce la funzione

' r sex>0
o] =

-r sex<0

(Definibile in vari modi(*!) equivalenti. Si noti che potrebbe essere definita gia
inZeQ).
6.2.4 Parte intera di un numero non negativo

floor function

La parte intera |x| di z > 0 si ottiene da x togliendogli tutte le cifre decimali
diverse da 0 se ne ha.
Un esempio chiarificatore di tutti i casi:

7] =3

41Ecco 4 modi in cui puo essere definito il valore assoluto in Z o R:

|z| == Va2 Definizione consigliabile:
z sex2>0
Mp— o] = { voseazo

|z| := max{x, -z}

La soprastante parentesi graffa (grande) ¢ “selettiva dei casi”, ma quel simbolo ha anche
altri usi affini.

In IR il valore assoluto & una funzione elementare, mentre nell’algebra dei numeri puo con-
siderarsi operazione unaria.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=-x
https://www.wolframalpha.com/input/?i=1%2Fx
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(Abbiamo tolto le cifre decimali 1,4...).

Questa funzione viene applicata per esempio troncando le eta agli “anni com-
piuti"; per cui a 17 anni e 9 mesi ovvero 17.75 anni uno viene classificato come
avente 17 anni compiuti (non 18, che sarebbe 'arrotondamento).

Una definizione analitica di |x| esiste ma non ¢ semplicissima.

Per i numeri negativi la parte intera é fonte di ambiguita fra i vari Autori e non ce

ne occuperemo: la parte intera di —7 sarda -3 o —47

6.2.5 Segno di un numero

Da Z in poi si puo definire la funzione segno

-1 sex<0
sgn(z):=3 0 sex=0
1 se x>0

che normalmente perd viene definita*?) in R'; per esempio & sgn(3 —m) = -1.

Valore assoluto e segno sono correlate dall’identita = |x| - sgn(z).

Figure || su WolframAlpha Link-> | su WolframAlpha Link->

6.3 Altri esempi di funzioni numeriche

Ecco alcuni esempi di funzioni definite in R, o, volendo, suoi sot-
toinsiemi, e a valori in R, definite con le 4 operazioni e altre:

a(z) := (1-20%)x = 0.8z scontare del 20% un prezzo x
b(z) := (1+20%)x =1.22 aumentare del 20% un prezzo x

f(x) :=3x triplicare, per esempio il dosaggio, o un prezzo

42Con qualche ambiguita: per alcuni non ¢ definita in 0. In questa trattazione & definita
in 0 e vi vale 0, che ¢ lo standard ISO.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=Abs%5Bx%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Sgn%5Bx%5D
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g(x) := 2z ridurre di un terzo ovvero del 33.3%, ~ 33.3%, per
esempio un dosaggio, ovvero scontare un prezzo del 33% (circa)

h(z) := % ridurre a un terzo ovvero al 33.3%, ~ 33.3%
k() := 3z aumentre di un terzo ovvero del 33.3%, ~ 33.3%

m(z) = 2.4x portare al 240% del valore iniziale ovvero au-
mentare del 140%

r(x) = 23 elevare alla terza ovvero al cubo
s(x) :=3\/x estrarre la radice terza ovvero cubica, che vedremo

u(x) == y/x estrarre la radice quadrata, domu: x >0

Vedendo la difficolta che hanno alcuni
nel distinguere espressioni come
ridurre di un terzo e ridurre a un terzo
ci vorrebbe forse molta cautela nell’usarle
per descrivere una variazione di posologia
farmacologica (N.d.S.)

Ma pensateci bene: preferireste
che una multa venga ridotta di un decimo, o
che venga ridotta a un decimo?
6.4 Immagine, controimmagine, composta
In questo paragrafo consideriamo sia funzioni numeriche che fun-

zioni non numeriche.

Si definiscono 2 insiemi e 1 funzione:
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e imf :={f(x) € codomf|xr e domf} immagine di f

e fTI(E) :={x e domf|f(x) € F} controimmagine di un sottoin-
sieme F di codomf (ma attenzione alla simbologia del ~!)

e f(g(x)) la funzione composta: si “f-izza" la “g-izzazione" degli
elementi, per esempio con a(t) :=t? e b(t) :==t+1 si ha

a(b(®)) = (t+1)>  bla(t)) =2 +1

6.5 Funzione iniettiva, suriettiva, biiettiva, inversa

In questo paragrafo consideriamo sia funzioni numeriche che fun-
zioni non numeriche.

Funzione iniettiva: “mai 2 vanno in 1". Per esempio il codice
fiscale, o il codice cliente della tessera di fidelizzazione di una far-
macia.

Tornando a funzioni numeriche, per esempio 22 e 2* ma non z? in-
tesa come funzione R — R (che ¢ il modo naturale di considerarla).

Figure || su WolframAlpha Link-> | su WolframAlpha Link->

Funzione suriettiva: “riempie il codominio". Per esempio 3 ma
non z2 né 2% intese come funzioni R — R (che & il modo naturale
di considerarle).

Figure || su WolframAlpha Link-> | su WolframAlpha Link->

Funzione bitettiva: iniettiva et suriettiva. Per esempio 23 ma non
x? né 2% intese come funzioni R - R (che ¢& il modo naturale di
considerarle).


https://www.wolframalpha.com/input/?i=Plot%5B%7Bx%5E3%2C2%5Ex%7D%2C%7Bx%2C-3%2C3%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Plot%5B%7Bx%5E2%7D%2C%7Bx%2C-3%2C3%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Plot%5B%7Bx%5E3%7D%2C%7Bx%2C-3%2C3%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Plot%5B%7Bx%5E2%2C2%5Ex%7D%2C%7Bx%2C-3%2C3%7D%5D
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Figure || su WolframAlpha Link-> | su WolframAlpha Link->

La funzione biiettiva da luogo in modo ovvio alla funzione inversa.
Per esempio 3/x ¢ la funzione inversa di z3. E viceversa.

Figure | su WolframAlpha Link->

Una funzione

f:D-C
biunivoca si puod vedere anche come relazione fra dominio e codo-
minio e in quel senso si chiama corrispondenza biunivoca

J
D« C

Due insiemi in corrispondenza biunivoca fra loro possono venire
identificati a livello astratto.
Esempi:
una la retta orientata <> i numeri reali cioe R
il piano cartesiano <> le coppie di numeri reali ovvero R?2
i 5034 clienti di una certa farmacia < i numeri di {1, 2, 3, ..., 5034}
1 26 532 prodotti in vendita <> le stringhe CODO00001,...,COD26532

6.6 Crescenza e decrescenza delle funzioni numeriche

Crescenza (globale) e decrescenza (globale) su intervalli,
eventualmente sull’intero dominio di una funzione.
Ci sono 4 casi di cui pitt importanti il 1° e il 3°.

1) se x1<x9 = f(x1) < f(x2) allora f si dice crescente.

Esempi: 23, arctan, lg, In, exp, \/z. Anche 22 per z > 0.
“A valore minore fa corrispondere valore minore"
[1 grafico non puo avere tratti orizzontali.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=Plot%5B%7Bx%5E3%7D%2C%7Bx%2C-3%2C3%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Plot%5B%7Bx%5E2%2C2%5Ex%7D%2C%7Bx%2C-3%2C3%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Plot%5B%7Bx%5E3%2Ccubic+root+of+x%7D%2C%7Bx%2C-1.1%2C1.1%7D%5D
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2) se 11 <y = f(x1) < f(x2) allora f si dice non decrescente, o
crescente in senso debole (ma alcuni Autori la dicono crescente).
Esempio: |z, parte intera di z.

“A valore minore fa corrispondere valore minore o uguale"

Il grafico puo avere tratti orizzontali.

3) se x1 <xy = f(x1)> f(x2) allora f si dice decrescente.
Esempio: e™®. Anche % per x > 0. Anche 22 per z <0.

“A valore minore fa corrispondere valore maggiore"
I1 grafico non puo avere tratti orizzontali.

4) se vy <xy = f(x1) 2 f(x2) allora f si dice non crescente, o de-
crescente in senso debole (ma alcuni Autori la dicono decrescente).
Esempio: —|z|

“A valore minore fa corrispondere valore maggiore o uguale"

Il grafico puo avere tratti orizzontali.

Nota 1. z2, sinx e cosz non ricadono in alcuna delle 4 categorie.
Teoremi (ovvi)

Crescente su intervallo = iniettiva.

Decrescente su intervallo = iniettiva.

Nota 2. Esiste anche un’altro tipo di crescenza e decrescenza:
quella puntuale (invece che sugli intervalli). Essa corrisponde alla
crescenza o decrescenza (della funzione rappresentativa) della retta
tangente al grafico, questione che vederemo in seguito.

6.7 Ambiguitd notazionale dell’esponente -1

©

Una delle pu gravi ambiguita notazionali é quella dell’esponente
-1, che ha sostanzialmente 3 significati: reciproco, inversa,
controimmagine. Attenzione!

Certamente
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indica inequivocabilmente il reciproco é di a se a ¢ un numero, ma se € una
funzione — e puo ben esserlo — cominciano problemi:

(=)

in questa trattazione significhera sempre l'inversa di f(z) mentre la reciproca la
denoteremo ﬁ e casomai, volendoci del male, (f(x))~!. Il problema maggiore
si ha quando — e concretamente cio viene fatto spesso — in lunghi calcoli per
brevita di scrittura si omette di indicare la variabile indipendente, e si scrive
f intendendo f(x), lasciando nell’incertezza riguardo la scrittura f=!. Cosi
all’atto pratico ci si ritrova sempre con qualcuno che pensa che I'arcotangente
sia il reciproco della tangente, o il logaritmo il reciproco dell’esponenziale (in-
vece ¢ l'inversa).

Resta il fatto che in un testo diverso da questo, la serittura

In"*(z)

¢ ambigua, e puo indicare sia exp(x) che ﬁ In questo testo solo exp(z),

che ¢ I'inversa del logaritmo.

Inoltre, I’esponente —1 € usato per indicare anche tutta un’altra cosa, la con-

troimmagine, che non ¢ un elemento ma un insieme.

6.8 Ambiguita notazionali della parentesi graffa grande

©

La parentest graffa grande viene usata con almeno 3 di-
verst significati.

Li illustreremo con 3 esempi.
Sempre ¢’é un et “retrostante", ma non in modo immediato.

Parentesi graffa (grande) dei sistemi, con significato puro e semplice di et:
{ x2>9
r+1<0
Parentesi graffa (grande) “selettiva dei casi”:
xr sex>0

|JZ| =
- se x<0
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Parentesi graffa (grande) “onnicomprensiva dei casi”:

cos?x —sin?z
cos(2x) =1{ 2cos?x -1
1-2sin’z

(Nell’esempio sono affermate con scrittura compatta 3 uguaglianze).

6.9 Funzioni definite per numeri naturali: le successioni

Per la variabile indipendente spesso useremo i nomi n, m, h, k se
il dominio ¢ un insieme di numeri interi, per esempio N. In questo
caso potremmo dare a tali funzioni nomi y(n) o a(n) ma pit spesso
useremo le notazioni y,, a, e in ogni caso le funzioni definite su N
(o anche su una sua semiretta e cio¢ per m-> ng) le chiameremo
successionsi.

Una successione (definita(*3) analiticamente) gia vista (in 5.5) &
quella dei fattoriali:

1,1,2,6,24, 120,720, 5040...

Figura || su WolframAlpha Link->

43Per ogni n € IN, si dice fattoriale di n e si indica con n! il numero 1-2-...-nsen>0e 1
se n =0.
Per esempio 5!'=1-2-3-4-5=120; e 11! = 39 916 800.
Esistono estensioni della definizione ai numeri reali e perfino ai numeri complessi mediante
la funzione Gamma:
21=T(z-1), z#+-1,-2,-3,...

Valgono le approssimazioni di Stirling
x x
z! ~\2mx | —
()

e con maggiore precisione

!~ 27T$(§)z(1 + é)

per i numeri interi o reali, purché sufficientemente grandi — diciamo maggiori di 8 per avere
un’approssimazione all’1% per la prima e maggiori di 1 per avere un’approssimazione all’l
per mille per la seconda.

Si ¢ usato il simbolo ~ invece di ~ perché sono approssimazioni asintotiche — questione sottile.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=ListPlot%5B%7B1%2C1%2C2%2C6%2C24%2C120%7D%5D
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e si notera che
si passa da 1 a 2 moltiplicando per 2
si passa da 2 a 6 moltiplicando per 3
si passa da 6 a 24 moltiplicando per 4
e cosl via:
1-2-...-n se n>0
nl:=
1 se n=0

OVVero, per ricorrenza, ag = 1, a, :=na,_1 per n > 0.

Un’infinita di dati epidemiologici si possono inquadrare come suc-
cessioni (definite empiricamente), con I'indice che é I’anno, per es-
empio da 1862 in poi e teoricamente estendibile all’infinito almeno
nell'immaginazione, e i valori a rappresentare il numero di nati, di
morti, la mortalita infantile, e quant’altro:

1862 = --.-
1863 = --.-

Esempio 1. Morti in Italia:
2011 609 000
2012 625000
2013 611 000
2014 609 000
2015 656 000
2016 627000
2017 660 000
2018 641 000
2019 645 000
2020 746 000
2021 709 000

Esempio 2. Morti di morbillo in Inghilterra e Galles:
https://www.gov.uk/government/publications/measles-deaths-by-age-grc
measles-notifications-and-deaths-in-england-and-wales-1940-t0-2013


https://www.gov.uk/government/publications/measles-deaths-by-age-group-from-1980-to-2013-ons-data/measles-notifications-and-deaths-in-england-and-wales-1940-to-2013
https://www.gov.uk/government/publications/measles-deaths-by-age-group-from-1980-to-2013-ons-data/measles-notifications-and-deaths-in-england-and-wales-1940-to-2013
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Oltre alla successione 9011, T2014,..- (di fatto inevitabilmente tron-
cata) del numero di morti, molto interessante sarebbe rappresentare
anche la successione derivata degli incrementi — eventualmente neg-
ativi e cioe di fatto diminuzioni — annuali:

Zp = Tp — Tp-1

Spesso in Medicina una tale differenza viene denotata con A, per
esempio nell’andamento di un qualche parametro di un’epidemia.
A 24h puo indicare I'incremento (eventualmente negativo)

Loggi — Lieri-

Spesso sia a livello di rappresentazione grafica che a livello teorico,
la successione viene sostituita con una (funzione) interpolante: detto
semplificatamente, si “congiungono i puntini" ottenendo una fun-
zione definita su una semiretta di R invece che su una semiretta di
N . (O su un intervallo di R invece che di N).

11 X fr\‘;'v\ VM M~ P

e AV W I\f\

Loman /\/\,j\/ Y I| | =/ qull l\
oo \ |I

Figure 4: Nascite (blu) e morti (rosso) in Italia tra il 1862 e il
2016. Da https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Nascite_e_morti_
in_Italia,_1862_-_2016.png


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Nascite_e_morti_in_Italia,_1862_-_2016.png
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Nascite_e_morti_in_Italia,_1862_-_2016.png
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Homicide rates in Europe since 1300

Homicide rates are calculated per 100,000 per year. The observations are plotted at the midpoint of period they refer to.
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Data source: All but 2010 from Eisner (2003) - Long-Term Historical Trends in Violent Crime. In Crime and Justice, 30, 83-142. 2010 from UNODC Homicide statistic 2012.
The interactive data visualization is available at OurWorldinData.org. There you find the raw data and more visualizations on this topic. Licensed under CC-BY-SA by the author Max Roser.

Figure 5: Congetturato tasso di omicidi negli ultimi 7 secoli.
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6.10 La successione di Fibonacci

La successione di Fibonacci inizia con 0, 1... oppure con
1, 1... e poi ogni termine ¢ somma dei 2 precedenti:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55... oppure (8)
1,1,2.3,5,8,13,21,34.55... (9)

Essa ¢ in qualche modo correlata al tipo di ampliamento di una
popolazione di organismi — fu studiata da Fibonacci nel medioevo
per modellizzare 'accrescimento di una popolazione di conigli —
ovvero anche all’espansione di un’epidemia nella fase iniziale.

Figura | su WolframAlpha Link->

E di solito definita Poco nota e meno rilevante
per ricorrenza: questa sua definizione in

forma chiusa, non ricorrente:

ap:=0 P )
aq =1 { " Vb
Ap = Gp_q + Qp_o, N=2,3,.. n=0,1,2..

con la sezione aurea

= 1+Tﬁ ~ 1.618

Sia che la si faccia iniziare con 0 come in (8) sia con 1 come in (9) il primo termine
puo avere indice 0, oppure 1.

WolframAlpha considera la successione iniziante da 0 e al primo termine da indice
0, e da:

0 per Fibonacci[0] e lo chiama Fj

1 per Fibonacci[1] e lo chiama F}

1 per Fibonacci[2] e lo chiama F5

2 per Fibonacci[3] e lo chiama Fj


https://www.wolframalpha.com/input?i=ListPlot%5BTable%5B%7Bn%2CFibonacci%5Bn%5D%7D%5D%2C%7Bn%2C0%2C8%7D%5D
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6.11 Complementi — Fibonacci e Legge di Stigler

Leggiamo (19 settembre 2023) in
https://it.wikipedia.org/wiki/Legge_dellY27eponimia_di_Stigler:

La legge dell’eponimia di Stigler descrive alcuni aspetti
del processo di scoperta scientifica e, in forma estrema-
mente concisa e semplificata, afferma:

«A una scoperta scientifica non si da mai il nome del suo autore»

(...) La stessa legge di Stigler ¢ un esempio della pro-
pria tesi: la sua scoperta é infatti attribuita da Stigler a
Robert Merton.

La successione di Fibonacci fu descritta (iniziando da 1 e 2) dall’Italiano
Fibonacci nel 1202 e da lui prende il nome, pero era stata de-
scritta mezzo secolo prima dall'indiano d’India Hemachandra e in
effetti, nella sostanza, circa un millennio e mezzo prima (con enorme
incertezza sui tempi) da un altro indiano d’India, Pingala (che
sostanzialmente fu l'inventore anche del sistema di numerazione
binario).

Hemachandra also comments (...) 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34
and in this way, afterwards(44)

(LINK ->)

La successione era comparsa nell’ambito del calcolo combinatorio
applicato alla poesia (1) e precisamente alla metrica, nell’alternarsi
delle sillabe lunghe e brevi, in sanscrito: tutt’altro che la demografia
dei conigli di Fibonacci. D’altra parte, questa interessante succes-
sione ricorre in vari altri ambiti.

#“Parmanand Singh, The so-called fibonacci numbers in ancient and me-
dieval India, Historia Mathematica, Volume 12, Issue 3, 1985, Pages
229-244, ISSN 0315-0860, https://doi.org/10.1016,/0315-0860(85)90021-7.
(https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0315086085900217)


https://it.wikipedia.org/wiki/Legge_dell%27eponimia_di_Stigler
https://en.wikipedia.org/wiki/Hemachandra
https://en.wikipedia.org/wiki/Pingala
https://web.archive.org/web/20190724230820/http://www.sfs.uni-tuebingen.de/~dg/sdarticle.pdf
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6.12 ESERCIZI SULLA LEZIONE 6

6.12.1 Esercizio risolto — Successione di Fibonacci

2024 * Ol ScTivano i primi termini della successione di Fibonacci, da ag =1 ad

ai = 144.:
112.. 144
Calcolare
an
@10

A quale notissima costante matematica si avvicina molto?

SVOLGIMENTO
Verra usato lo standard della virgola decimale. (Ma si potrebbe usare lo stan-
dard del punto decimale, a scelta).

I primi 12 termini della successione di Fibonacci, da ag = 1 ad ay; = 144,
sono, e li scriviamo come richiesto nel quesito,
1123581321 345589 144

allora a9 = 89 e allora

aiy 144
— = ——~1,61798
89 ’

aio
vicinissima a questa notissima costante matematica:

sezione aurea

che notoriamente vale circa 1,618 e piu precisamente

1+5
2

Y= ~ 1,61803

Nota. Il rapporto fra un termine della successione di Fibonacci e il precedente
tende, nel senso del limite, esattamente alla sezione aurea .

Gia 22 ¢ molto vicino, come abbiamo sopra visto.
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6.12.2 Aneddoti spiraleggianti

Approssimazione di spirale logaritmica, Un vero nautilus con un
che ¢é connessa alla successione vera.spirale logaritmica.
di Fibonacci e alla sezione aurea. NautilusCutawayLogarithmicSpiral.jpg:

By Mabitl in Wikimedia Commons. Chris 73derivative work: Akkana Peck,
CC BY-SA 3.0 via Wikimedia Commons

La successione di Fibonacci compare per esempio nella spirale logaritmica,

indagata estesamente da Jakob Bernoulli, che la defini spira mirabilis,
“la spirale meravigliosa", e ne volle una incisa sulla sua lapide

Ma sulla sua pietra tombale fu malamente incisa una banale spirale archimedea,
la spirale “infantile" degli scarabocchi.

Lapide di Bernoulli con spirale archimedea, con motto
CAMBIATA RISORGO LA STESSA
riferito pero alla spirale logaritmica,
errore post mortem.
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7 Ripasso di Algebra — I parte

Nel suo progredire nel tempo e approfondirsi, in linea molto gene-
rale possiamo dire che ogni Scienza Applicata attraversa successivamente queste
fasi:

qualitativa “bollisci un po’ di semi per un po’"

numeri “bollisci 12 semi per 1 tazza d’acqua"
operazioni (numeriche)  “50 kg x 3 mg/kg/die = 150 mg/die"
funzioni (numeriche) “height(cm)=age(yr)x6.5 + 76(cm)" ()

analisi statistica dei dati (che vedremo molto pit avanti)

() La formula sull’altezza si riferisce a bambini cinesi di 2-10 anni in https://

pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/19573410/).

Vogliamo qua occuparci delle operazioni sui numeri, per esempio
a/b, che potrebbe dare la densitd se a ¢ una massa e b un volume,
e che diventa una funzione fi(a) o f5(b) se a o rispettivamente b
é considerato variabile. (E addirittura una funzione f3(a,b) di 2
variabili se sono considerati variabili sia a che b, caso di cui ora non
ci occuperemo).

7.1 Operazioni unarie (interne) dell’algebra dei numeri

Nei numeri non considereremo operazioni unarie, considerandole
funzioni, ma certi software lo fanno.

Le operazioni unarie dell’algebra dei numeri a un numero associano un numero e
allora sono funzioni numeriche, e in questa trattazione verranno in generale consid-
erate appunto funzioni e non operazioni unarie, perd certi software alcune le consid-
erano operazioni unarie. Le piu tipiche sono il passaggio all’opposto, il passaggio al
reciproco, il valore assoluto, la radice quadrata e il fattoriale:

1
-z - |z| NZI )
T

7.2 Operazioni binarie (interne) dell’algebra dei numeri

Le operazion: binarie da 2 operandi producono 1 risultato.
Adesso ne considereremo 5, massimamente classiche:
addizione ovvero somma


https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/19573410/
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/19573410/
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sottrazione

moltiplicazione ovvero prodotto

divisione

elevamento a potenza.
Tutte hanno un’infinita di ricorrenze nelle Scienze Applicate. (Un
solo esempio: la densita, definita con una divisione: massa/volume).

(1) a+b, somma, scritto col + e anche col simbolo di sommatoria
Y. dati dei numeri as, a4, as, la somma,

5
asz+as+as la scriveremo anche Z ag
k=3

e 1 numeri 3 e 5 possono essere sostituiti da qualsiasi altri, e cosi
pure 'indice di sommatoria k e il nome a; della variabile indici-
ata: una forma comoda per rappresentare somme di molte variabili
indiciate: ;" ;. Per esempio

365

o271 ricavoGiornaliero(n)

ricavoAnnuo= )
(2) a - b, differenza. Che funziona come sommare 'opposto, in
Matematica, ma nelle Scienze Applicate é meglio considerare la sot-
trazione come un’operaziona e sé stante.
Si faccia attenzione che in a — b — ¢ si deve calcolare prima a — b.

(3) ab ovvero a-b ; sulle calcolatrici e nei linguaggi informatici
anche * ; lo standard ISO ammette anche la scrittura a xb, che pero
espone alla confusione con la variabile . ©®

® Ambiguita. La notazione ab purtroppo da luogo ad un’ambiguita di scrittura:
y (z+1) denota sia una funzione y calcolata in z+1 che y-(x+1): percio noi cercher-
emo di scrivere scrivere, nel caso del prodotto, (x + 1)y oppure y- (z + 1). Inoltre la
scrittura a b pud essere equivocata con una quantitd di nome ab, di 2 lettere, cosa
che in questa trattazione succedera raramente, ma nelle Scienze Applicate ¢ normale

usare nomi di piu lettere. (Si pensi per esempio al pH della Chimica).
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(4) § ovvero a/b ovvero a: b ovvero +
(5) a®, sulla calcolatrici a”b (in certa Informatica anche a*xxb).

© Ambiguita. In ambito medico e farmaceutico, talvolta per in-

dicare la potenza
non essendo disponibile la scrittura a
non essendo disponibile il simbolo »
non conoscendo il simbolo informatico ** per I’elevamento a potenza
si tralascia tutto (!) e si lascia all’intuito del lettore 'intelligenza
delle formule.
Per esempio la formula (di Mosteller) che approssima l'area della superficie
corporea (usata per il dosaggio dei chemioterapici) da peso W e altezza H

b

1
6(WH)05 ovvero%\m

si trova trascritta sul sito governativo statunitense PubMed, che riporta l’abstract
di un articolo scientifico, in questo modo:

1/6(WH)0.5 LINK->

(e si noti anche 1’(1/6) riportato senza parentesi, con seria ambiguita).

Altro esempio, con 2 esponenti, a questo LINK->

© Ambiguita. Un numero tipograficamente ad esponente non
sempre indica una potenza.

Per esempio 2 pud denotare sia la variabile z elevata alla 0 sia una variabile di nome
proprio z°.

Cosi per esempio nel documento sul prezzo equo delle risme di carta (nelle strutture
pubbliche, compresi gli ospedali) all'indirizzo https://www.anticorruzione.it/
portal/rest/jcr/repository/collaboration/Digital’,20Assets/anacdocs/Attivita/
Atti/Delibere/2019/2_Allegato_A_aggiornamento?20carta_2019.pdf nella for-

mula Pfeoflg = PESJ}S * 1.03448 ovviamente 2018 e 2019 fanno parte dei nomi delle

variabili, non indicano potenze.


https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/15696524
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/14710281
https://www.anticorruzione.it/portal/rest/jcr/repository/collaboration/Digital%20Assets/anacdocs/Attivita/Atti/Delibere/2019/2_Allegato_A_aggiornamento%20carta_2019.pdf
https://www.anticorruzione.it/portal/rest/jcr/repository/collaboration/Digital%20Assets/anacdocs/Attivita/Atti/Delibere/2019/2_Allegato_A_aggiornamento%20carta_2019.pdf
https://www.anticorruzione.it/portal/rest/jcr/repository/collaboration/Digital%20Assets/anacdocs/Attivita/Atti/Delibere/2019/2_Allegato_A_aggiornamento%20carta_2019.pdf
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7.3 Salto dell’uguale di tipo additivo

[casticamente e come se fossimo a un teatro di burattini:

Qualunque funzione puo fare il "salto dell’'uguale" cambiando segno
e

da sommata a destra diventa sottratta a sinistra,

da sommata a sinistra diventa sottratta a destra,

da sottratta a destra diventa sommata a sinistra,

da sottratta a sinistra diventa sommata a destra.
Molto chiaramente indicheremo tutto cio con la scrittura

[+

per esempio
22 +6=5x / + (=5 ) o piu sveltamente — 5z

22 -51r+6=0

Piu tecnicamente: 1’equazione, cio¢ uguaglianza comprendente un’incognita,
f(x)=g(x) per esempio 22+ 6 =52
¢ equivalente (cioé ha le stesse soluzioni) a

f(x)+s(z)=g(x)+s(x) per esempio 22 -5z +6 =0



Le Compresse di Matematica 191

7.4 Salto dell’uguale di tipo moltiplicativo

Similmente al paragrafo precedente avviene con un moltiplicando,
che facendo il "salto dell'uguale" diventa divisore, e viceversa, per
esempio nella

Tx=14

il moltiplicando 7 a sinistra diventa divisore a destra

14
Tr=—
7
xr =72

ovvero con pitt completa scrittura

Tr=14 [T
eccetera come sopra.
E nella 5
1=2
x
il divisore = diventa moltiplicando (dell’l) trovandosi
x=3

(cioé abbiamo fatto / - richiedendo ovviamente z # 0).
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7.5 Horribilia: frazioni miste

@ Si faccia attenzione all’ambiguita della “frazione mista" o “numero
misto" che si usa per esempio per i voti scolastici, come

7L

2
I1 valore & 7 + % e cioé 7.5, non 7 - % cioe 3.5. Cerchiamo di evitare
come la peste tali frazioni miste. Ma potremo trovarle su questio-
nari dove i pazienti valutano 7% il loro stato di salute (o la sod-
disfazione del servizio della farmacia), e allora nella raccolta dati
trascriveremo sul computer 7.5. (Non certo 7(1/2) che man-

derebbe in errore molti software e da WolframAlpha verrebbe in-
terpretato come 7*(1/2) invece che 7+(1/2)).

7.6 Horribilia: scrittura del marketing

@ Si faccia attenzione alla scrittura del marketing 3 x 2 che non ha
nulla a che vedere con la moltiplicazione e rappresenta uno sconto,
precisamente m x n significa che di m prodotti non ne pagheremo
m —n e allora lo sconto percentuale ¢

m-n

%

sconto =100 -
m

Esempio, Una farmacia vende confezioni di filo inter-
dentale in offerta 4 x 3: calcoliamo lo sconto.

1 su 4 confezioni non viene pagata e allora lo sconto ¢ %L
cioe 25%.

7.7 La divisione é variamente definita

La divisione presenta qualche problematica:
44 diviso 6
fa 7.3~ 7.333 in R,
fa % ovvero meglio % in Q,
fa 7 col resto di 2 in Z, come ora approfondiremo.
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7.8 Divisione euclidea in Z

Come ci ricorda la canzoncina Quarantaquattro gatti,

che si disponevano n fila per 6, ma col resto di 2, ¢ 44 = 6-7 +
2.(45) Diremo a il dividendo e b il divisore.-Scriviamo per massima

chiarezza:
dividendo = divisorexquoziente+resto 0 < resto < |divisorel.(46)

ESERCIZIO, Una scatola di pillole ha 4 blister di 6 x 4 pillole.
Dopo averne consumate 7 al giorno, ad un certo punto non gliene
restano pitl cosi tante: quante precisamente?

Le pillole sono in tutto 4<6-4 = 96. Con la calcolatrice (o a mano)
troviamo

96/7 = 13.7...

e allora la persona ha consumato 7 pillole al giorno per 13 giorni,
in tutto 13-7=91. Allora restano alla fine 96 — 91 cioé 5 pillole.
Con WolframAlpha Remainder [4*x6*4,7]

45Pii in generale, come leggiamo in Wikipedia, I’enciclopedia libera, alla voce Divisione
euclidea

Dati due numero interi a e b con b # 0 esiste un’unica coppia di interi ¢ ed r detti
quoziente e resto tali che

a=bxq+r

0<r<b

468i noti che il resto & minore del divisore in valore assoluto, ma
non necessariamente del quoziente in valore assoluto, per esempio 11 = 4 * 2 + 3 (ed
effettivamente il resto 3 & minore del divisore 4, ma non del quoziente 2), e stiamo dividendo
11 per 4, mentre se dividiamo 11 per 2 abbiamo 11 =2 x5+ 1 (ed effettivamente il resto 1 ¢
minore del divisore 2).
(Si noti ancora che tutto cid vale anche con numeri negativi, per esempio -21 diviso 9 da
quoziente -3 e resto 6, cioé —21 = 9-(-3) +6, come troviamo subito online con WolframAlpha
con Quotient[-21,9] e Remainder[-21,9]).



https://www.youtube.com/watch?v=2jDOj0Xhcc8
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7.9 Proprieta delle 4 operazioni

Con le 4 operazioni si intendono + — x /.

Il — non ¢ commutativo: per esempio 6-2 fa 4 ma 2-6 fa -4.
E non € neanche associativo; ovvio ma meglio dirlo:

11 -6 -2 si calcola nell’'ordine 5 -2 e infine 3 (il 5 ¢ 11 - 6)

assolutamente non 11 -4 =7 (computando prima 6 — 2)
cloe
11-6-2 significa (11-6)—2.

(Le parentesi indicano precedenze nel calcolo).
Il / ha esattamente le stesse problematiche dette per il —, non ¢

L ¢ non ¢

commutativo, per esempio 6/3 fa 2 ma 3/6 fa 0.5 ovvero 3,

neanche associativo:

(#ly)/z # x[(y]2)-

La scrittura z/y/z senza parentesi sarebbe meglio evitarla in Matem-
atica ma e usata in Farmacia.
E da intendersi che quelle 2 operazioni si fanno nell’ordine scritto.

Per esempio 'indice di massa corporea si calcola con
IMC := BMI := peso(kg)/statura(m)/statura(m)
E si consideri anche il classico della Farmacia

mg /kg/die (47)

4TE da utilizzarsi in questo modo:

Y mg/kg/die

si calcola
Y x ( peso [del paziente, o della cavia...] in chilogrammi )

e il risultato ¢ in

mg/die,
cio¢ milligrammi da assumere ogni giorno. (Da un punto di vista matematico, intendono
cioé (mg/kg)/die, implicitamente, come per il — si fanno le operazioni nell’ordine in cui sono
scritte, il che & massimamente ragionevole).
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I + e il - sono commutativi e associativi, in tutti gli insiemi nu-
merici (precisazione che in generale ometteremo):

r+y=y+x TYy=yx

(r+y)+z=x+(y+2z) che scriveremo di solito x +y + 2z

(xry)z=x(yz) che scriveremo di solito xy 2

(Come detto, le parentesi indicano precedenze el calcolo).
Valgono 4 proprieta distributive:
(z+y)z=x2+yz

(x-y)z=wz-Yyz2

Vz#0 (x+y)/z=xlz+y/z ossia vty _ Ty
z z oz
. x-y x Yy
Vz#0 (z=y)/z=2]2-ylz ossia =
ma in generale y—fz ¢ diverso da 5 + 2, e similmente coi —.
Poi
—(-z)==x eVaxz0 % =z (involuzioni)

T

e pit completamente le 2 “formule delle frazioni a 3 piani"

x w

— =T — Vz,w=0.
w z

X

y o 1

L==.2 Vy,z#0.
z Yy z
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E ancora

1
r+(-x)=x-x=0 eVa#0 z-—=2=1
r T

r+0=0+x =2 (0elementoneutrorispettoal +)
x-1=1-z=x (1elementoneutrorispettoal -)

r-0=0-2=0 (0elementoassorbente rispettoal -)

. 0
—=0Vz=+0 ma g non esiste mai, neppure 0 ©
x

| Si eviti come la peste ‘l’orribile fratto zero" f}
Si dimostra subito

ab b

ac+ad c+d

cioé qua @ si semplifica

ma (errore comunissimo) ©

ab B : ., b
questa “semplificazione

ac+d c+d

da ¢ sbagliata.

Esempio economico.

Scontare di una certa percentuale il costo totale di 2 articoli,
oppure

totalizzare 1 2 costi scontati
da in teoria lo stesso risultato, per esempio — per fissare le idee —
con uno sconto del 20%

scontare la somma (z+y)-0.8 = x-0.8+y-0.8 sommare gli scontati

Questo é vero se si fanno i calcoli con infiniti decimali. Facendoli
con 2 decimali com’ée usuale nel commercio in euro o dollari, possono
verificarsi discrepanze, in genere piccole. @

7.10 Precedenze algebriche e parentesi

Precedenze implicite delle operazioni, da seguire in mancanza di
parentesi che le modifichino, dalla precedenza piu debole:
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+ e — < precedenza piu debole
/ e - anche se non trascritto: in x + 3y, prima calcolare 3 y.
A anche se non trascritto: in 23, prima calcolare 3.

Le parentesi possono modificare le precedenze:
(z +3) -y ci fa prima sommare x e 3. Invece senza parentesi in
x + 3 -y prima si moltiplicano 3 e y, poi si fa la somma.

Sempre meglio scrivere parentesi che lasciare incertezze.

Si possono usare quante si vogliano coppie di parentesi “annidate"
una dentro I'altra

o)) )

ma spesso per chiarezza si usano anche parentesi quadre e graffe:

7.11 Diverse opinioni, 1 o 16, su quanto fa 8/2(2-+2)
Leggiamo su sito della prestigiosa Universita di Harvard

The question 8/2(2+2) has different answers depending on the rule
which is used. One can interpret it as (8/(2(2+2))) = 1 or (8/2)
(242) = 16 depending on the rule. There is no universally accepted
rule as there are several: PEMDAS, BEDMAS, PE(MD)AS. It is
not possible to say what is correct and what is incorrect. There
are different rules, leading to different results. The expression is
not well defined. It appears that most humans naturally give the
answer 1 and most computers and programming languages return
the answer 16. In order to make the expression unambiguous, one
has to put brackets.

Una buona idea: seguire lo standard ISO.
Lo standard ISO esclude le scritture a/b/c e alb- ¢ senza parentesi.

Senza aspettarsi che I'umanita ci segua, anzi con la certezza che
negli articoli scientifici di Farmacia purtroppo scrivono cosi, non si
scrivano espressioni come


https://people.math.harvard.edu/~knill/pedagogy/ambiguity/index.html
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a/b/c (si scelga (a/b)/c oppure a/(b/c) a seconda dei casi)
e a/b-c (siscelga (a/b)-c oppure a/(b-c) a seconda dei casi).
(Standard ISO 80000 - 1:2009(E), riportato in LINK->).

Nondimeno nessun matematico sano di mente dubitera che
9a%:3a
faccia 3a. Intendendo (ma chi lo scrive?) (9a?): (3a). Tristezza.
Si veda I. Relating to the Order of Operations in Algebra. By N.J Lennes. The
American Mathematical Monthly: (1917) Vol. 24, No. 2, pp. 93-95.

La situazione é grave ma non € seria... ... detto col classico aforisma
di Flaiano. Attualmente, terza decade del XXI secolo, della situ-
azione con la scrittura delle 4 operazioni si puo dire proprio cosi.

Si trova una calcolatrice
(fotografata per esempio in https://blogdimatematicaescienze.it/ilxparadesso-del-pendas-lavete-risolto/)
che per

6:2x(1+2) e 6:2(1+2)

da risultati 9 e 1 rispettivamente.
E ci si preoccupi, se si pensa che la calcolatrice “non sbaglia mai".

Quella calcolatrice da diverso livello di precedenza alla moltipli-
cazione se scritta x oppure indicata implicitamente.

Riprendendo qua a un livello matematico I'imperativo classico conosci
te stesso diciamo:

CONOSCI LA TUA
CALCOLATRICE

Bottom line
Per ogni coppia di parentesi che mettete, un’ambiguita muore.

7.12 Excel sbaglia ovvero calcola modo suo

Rimarchiamo lo sconcertante fatto che il software Excel,
di ampio uso nelle Scienze Applicate, contro le convenzioni


https://people.math.harvard.edu/~knill/pedagogy/ambiguity/index.html
https://blogdimatematicaescienze.it/il-paradosso-del-pemdas-lavete-risolto/
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di tutta la comunita matematica, per -3°2 da 9 invece che
-9, come se fosse da intendere (-3)2.

Quindi attenzione se si copia in Excel una formula da un altro soft-
ware, dove normalmente il risultato sarebbe -9, avendo 1'elevazione
a potenza la precedenza sul meno.

E un caso strano, questo di Excel; addirittura in rete si trova un
simulatore di Excel, che da il risultato opposto di Excel... GK

E attenzione ancora a questo:

per calcolare —3% e 0 Excel si deve scrivere  -(372)

7.13 Le potenze

Riprendendo per un momento la questione delle ambiguita no-
tazionali, si eviti come la peste la scrittura a"b"c, specificando con
una coppia di parentesi quale potenza si deve calcolare per prima,
e se non lo si fa non ci si aspetti unanimita di risultati fra i vari
software (e umani).

In questa trattazione elementare delle potenze supponiamo nota
una conoscenza di base delle radici. Sarebbe possibile fare prima
una trattazione elementare delle radici, presupponendo note le potenze.
Evitare del tutto queste problematiche ¢ possibile ma al prezzo di
complicazioni che qua vogliamo evitare.

1. Esponente intero positivo. Scriviamo

x? per x-x

xdperx-x-x

tperx-r-x-w
e piu in generale definiamo a € IR elevato alla n € IN, n > 0, il
numero

a"=a-...-a (nvolte)

2. Esponente razionale positivo. Si definisce a € IR elevato
alla ¢ = - €Q, m,n >0, il numero


http://www.treegrid.com/Examples/Html/AppExcel/Excel.html
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che esiste se a > 0 vel m ¢ dispari. Per esempio ! = x2 = /3.

3. Esponente reale positivo. Per la potenza con esponente
q € IR si richiede a > 0, e se ¢ ¢ razionale vale quanto sopra, e
se ¢ irrazionale si da una definizione complessa che si pud quasi
immaginare sostituendo ¢ con una sua “straordinariamente buona”

approssimazione razionale: aV? sara “circa” al! a sua volta uguale

a 198/al4l - Ancor meglio 1008/q1414

4. Esponente negativo. Ponendo per a # 0
1
~t._ *
ati= =
la potenza é definita per tutti gli esponentinon nulli; e per ’esponente
0 si pone se a # 0 (rimanendo non definito 0°)

a’:=1.

Grafici delle funzioni potenza per base positiva. Ecco su
WolframAlpha i grafici di alcune funzioni potenza: Link->

Figure 6: Esponenti —1.5, —0.5, 0.25, 0.5, 1.5. Screenshot da WolframAlpha

Proprieta delle potenze. L’elevamento a potenza non ¢ né com-
mutativo, per esempio 23 = 8 # 9 = 32, né associativo. Valgono
invece queste 12 proprieta, di cui la 0-esima gia detta:

(0) z7v := L

xY


https://www.wolframalpha.com/input?i=Plot%5B%7Bx%5E%28-1.5%29%2Cx%5E%28-0.5%29%2Cx%5E0.25%2Cx%5E0.5%2Cx%5E1.5%2Cx%5E2.5%7D%2C%7Bx%2C0%2C3%7D%5D
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(1) av*=2aY-2?

(1 bis) avz=%L

(2) v = (a):

(2 bis) % =2V se z=2,3,4...
(3) (x-y)'z=(x"2) - (y"2) ossia(ry)® =x*y* (distributiva)

4) (z/y)'z=(x"2)/(y"2z) ossia (g)z = ;—: (distributiva)

(4bis) (£) "= (1)
(5) 17 =1
(6) 2! =
(M a%=1 ¥Ya+0
(8) 0=0 Va0

e attenzione poi che
0° non esiste.

Si noti la notazione, ovvero convenzione sulla notazione:

z z
usualmente scritto — -Ty = x(y ) <~ raramente scritto

per esempio 22° ¢ 28 cioé 256, non & 43 cioé 64, che & (22)3.

Esempio sulla proprieta (2).
Volume di un cubo di lato 10719 m. Essendo volume ., = lato?, si ha (10710)3
cioé 10730 m3.

Esempio sulle proprieta (2), (4), (5).
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Modellizziamo la diluizione omeopatica in acqua con

1 CH: ﬁ cioé 1 parte di sostanza su 100 totali, e 99 sono acqua

2 CH: -+

100 100
e cosi via, sempreché si riuscissero ad evitare contaminazioni:

n CH : (ﬁ)n

(Abbiamo modellizzato solo la questione della diluizione, non 'inevitabile ef-
fetto placebo né 'ipotetica “memoria dell’acqua" affermata dagli omeopati).
A cosa corrisponde 10 CH?

Con le proprieta delle potenze

1 10
1 H:|— =
0C (1()0)
110 1
© 1000 10010
1

= (102)10 =
B 1

cioe 1 parte su 1020 che ¢

100 000000000 000 000 000

cioé 1 parte su cento miliardi di miliardi. (Ogni 9 zeri ¢’¢ un miliardo).

7.14 Proporzioni

Si dice proporzione la relazione quaternaria (cioé fra 4 numeri)

r oz ) _
—-—=— classicamente scritta x:y=z:w

y w
ma talvolta si trova anche :: invece del segno =.

Non sottolineeremo qua la corrispondenza del concetto con la realta
sensibile, dovuta essenzialmente alla natura del prodotto e della di-
visione, supponendola nota dagli studi elementari.

Osserviamo invece che per 'operazione di divisione, oltre alle 4
notazioni gia viste,

— x/y Ty Ty
Y
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in ambito farmaceutico se ne usa anche una quinta, la parola (latina)
per, che noi sempre trascriveremo come frazione.

12 mg

Per esempio: 12 mg per ml scriveremo Tl
m

ESERCIZIO Si abbia una boccetta di 10 ml di un farmaco X
etichettata “15 mg per ml”. Quanti millilitri (ml) bisognera ini-
ettare per somministrare una dose di 75 mg?

Svolgimento. Riscriviamo I'indicazione in etichetta nella forma

15 mg
1 ml

e produciamo la proporzione

15 mg 75 mg / 1I'ml-2z ml

lml  zml 15 mg

75mg-1ml

r ml=
15 mg

=5 ml (e li.abbiamo: la boccetta ne contiene 10).

5 ml

Sul web Sl ritrovano diffusamente scrltte
col per , come 5> mg per 40 ml" e il

" chiaramente significa / ma a quanto

pare in Italia una tale scrittura non si
usa, risulta praticamente sconosciuta.

NOTA 1. E ben evidente I'importanza di calcolare esattamente
i dosaggi in Farmacia. Ci sono stati errori fatali. (Plausibilmente
sono numerosissimi e solo in minima parte vengono scoperti).
Ecco cosa consiglia il Royal College of Nursing inglese online:


https://www.rcn.org.uk/clinical-topics/safety-in-numbers/dosage-for-liquid-
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When you have completed your calculation, remember to

check your work. Here’s a reminder of the ways you might
do this:

e repeat the calculation
e ask a colleague to check your answer
e try to calculate the answer again using a different method

e check against the recommended dose range (e.g. using
the British National Formulary)

e look for unusually big or small answers.

NOTA 2. Sebbene esuli dagli obiettivi di questo testo elementare
di matematica, si noti che il millilitro (corrispondente al centimetro
cubo) pud trovarsi indicato online di fatto (nei cataloghi di far-
maci) sia con ml che mLL ma qualcuno scrive anche diversamente,
in un modo che potrebbe in via ipotetica confondersi con altro mul-
tiplo del litro. E si faccia anche ben attenzione a distinguere la 1
minuscola dal numero 1...

ESERCIZIO,

Una pillola contiene una polvere costituita da 2.5 mg di principio attivo e

300 mg di eccipiente. Quanto principio attivo contiene 1 kg della polvere?
SVOLGIMENTO

Una pillola contiene (300+2.5)mg di polvere e allora si ha subito la proporzione

2.5mg:302.5mg=axmg:1lkg

ovvero con scrittura pitt moderna

25mg  xmg / 1kg

302.5mg 1kg . 1mg

trovandosi
25 1mg 1lkg
© 3025 1mg 1lmg

essendo ovviamente 1 kg =1000¢g = 1000000mg

X

2.5

=——_.10%=
302.5
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(Circa 8 grammi e un quarto).

8264.46 mg

205
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206
7.15 ESERCIZI SULLA LEZIONE 7

7.15.1 Esercizio risolto a — Equazione lineare

ESERCIZIOM ~ Risolvere
\/§x -9= % T

SVOLGIMENTO

che ¢ la soluzione esatta, che adesso approssimiamo numericamente
~ 9 —_
T 1414214 -1.4
<+ 9 ~
10014214

633.2

Su WolframAlpha LINK-

7.15.2 Esercizio tanto carino quanto capriccioso
ESERCIZIO, * Calcolare
23"

4

23" =
=281 =

SVOLGIMENTO Si calcola prima 3*=3-3-3-3 =281

cioe
2-2-...(c’¢ in tutto 81 volte il 2)...-2 =

si fa 2781 con WolframAlpha (oppure si calcola a mano ©)

2417851639 229258 349412 352



https://www.wolframalpha.com/input?i=solve+sqrt%282.0%29x-9%3Dx*7%2F5
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8 Ripasso di Algebra — II parte

8.1 Frazioni generatrici

Per scritture decimali limitate la frazione generatrice si trova subito: per es-
empio

2
0.2 cio¢ 2 decimi, ¢ 0 cioé, semplificando, 0.2 =

25

1
0.25 cioé 25 centesimi, € 100 cioé, semplificando, 0.2

4

e similmente coi millesimi si trovera per esempio che 0.125 ¢ %, e cosl via.

E
5
5=

8.2 Un terzo

Fra le scritture decimali illimitate periodiche, bisognera conoscere

3 = 0.3 =0.33333333333... (periodico) (10)

Un suo valore approssimato, 0.333 oppure 0.3333, si puo trovare con la calco-
latrice con 1+ 3, ma, inversamente, bisogna anche saper riconoscere

1 1
0.333 ~ ~ 0.3333 ~ -
3 3

e anzi addirittura, seppure con precisione minore,

0.33 ~ 1
3

Dice per esempio (2022) I'Istat:

Tra i bambini italiani da 3 a 5 anni, uno su tre é sovrappeso o obeso
(33,2% nel 2020 (...))

https://www.istat.it /storage/rapporti-tematici/sdgs/2022/Rapporto-SDGs-
2022.pdf

A un livello giornalistico o divulgativo, addirittura, 0.3 ~ %, e cioé si usa trascri-

vere 30% come “(circa) uno su 3": LINK-

Nota. Per altre scritture decimali illimitate periodiche, non rius-
ciremo — in questa trattazione elementare — a trovare la frazione

generatrice:

9 1
0.T42857 = - (in effetti ¢ ~ ma non ¢ banale)


https://www.ilsole24ore.com/art/in-aumento-alunni-disabili-e-prof-sostegno-ma-su-3-non-e-specializzato-AF90eoZC?refresh_ce=1
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8.3 Le radici

In questa trattazione elementare, considereremo le radici solo in R
e non nei numeri naturali, interi e razionali.

Sono funzioni (e allora anche operazioni unarie ma non ¢ il modo
migliore di considerarle).

e Radice quadrata /a. Ovvero, ma in generale non scriveremo
cosi, 3/a. (Su WolframAlpha Sqrt[a], in altri software sqrt(a)).

T
- [0, +o0[> R

Per x > 0 la \/z ¢ definita come il numero y > 0 tale che % = z. Cio¢
la radice quadrata (di un numero non negativo) é ’'unico
numero non negativo che elevato al quadrato da il numero
inizialmente considerato.

Si noti che

V9 =3

nel modo piu assoluto la radice quadrata di 9 non & +3.
(Come invece affermano testi che seguono un’antiquata definizione
di radice quadrata).

4z, © »5/x... Con con-
siderazioni analoghe alla radice quadrata. In particolare, la radice

e Radice quarta, sesta, ottava... x —

quarta (di un numero non negativo) & I'unico numero non negativo
che elevato alla quarta da il numero inizialmente considerato. Per
esempio la radice quarta di 16 & 2, e quella di 9 ¢ v/3. Sono definite
in [0, +oo[.

e Radice terza (o cubica), quinta, settima... x —3\/x, x »3\/T...
La /7 ¢ definita come il numero y tale che y3 = x, e similmente le
altre radici con indice dispari: 3\/ : R - R. Per esempio la radice
cubica di -8 ¢ -2.
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Esempio,,
Usando la Formula di Keys che, fra i numerosi standard, calcola

peso ideale vomini = (statura in metri)* x 22.1

troviamo quale dovrebbe essere 1’altezza corrispondente ai 53 kg:
53 =59 22 x 22.1 / :22.1

2% = %31 ~2.39819 (con la calcolatrice)

x1 =—-v2.39819 esclusa, dev’esser positivo (altezza)
T2 =\2.39819

che con la calcolatrice troviamo esser circa 1.55 (in metri).

Nota. La radice quadrata esprime un’infinita di altre cose nelle Scienze Ap-
plicate, per esempio il tempo di caduta(*®) diun grave. Fra quelle espresse
dalla radice cubica citiamo il raggio(*?) di una sfera di massa m e densita d.

Per esempio si calcola che una sfera d’oro di 1 kg ha diametro ~ 4.62 cm.

Fra le meno numerose ricorrenze nelle Scienze Applicate della quarta potenza
ovvero equivalentemente della radice quarta, citiamo la Legge di Stefan-Boltzmann
e la legge di Poiseuille.

Le radici dalla quinta in poi ricorrono moderatamente nelle Scienze Applicate.
Una radice sesta compare in un calcolo relativo al Potenziale di Lennard-Jones

della Termodinamica.

8.4 Proprieta dei radicali ovvero radici

Considereremo queste 2 proprieta delle radici
r =3V a3 e similmente con ogni indice dispari

(nonx) |x|=Va? esimilmente con ogniindice pari

e queste altre 4 proprieta, molto simili fra loro:

Vr,y>0 JTy=+/x\/y esimilmente conogniindice pari

8L formula & ¢ = %.

49,a formula & r =34/ %.
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Ve,y>0 zly= \/E/\/@ e similmente con ogni indice pari
S/xy =\/x 3/y e similmente con ogni indice dispari
Vyz0 3/xfy :3\/5/3\/@ e similmente con ogni indice dispari

Esistono anche altre proprieta.(50)

Le radici dei numeri > 0 possono essere intese come potenze con
esponente frazionario e precisamente

V>0 [1 :c:x] \/E::c% 3\/5=l‘%... e in generale :

(Vz >0) Yr=xa =23

In particolare su WolframAlpha calcoliamo la radice n-esima:

numero (1/1) per-esempio 117 (1/3) calcola la 3/11.

Ma si noti che
3/x esiste per ogni «
73 esiste solo per ogni x >0
(Pero si trovera sicuramente qualche Autore che la pensa diversamente e dira

che 23 =3\/x per ogni x, che non ¢ una buona idea per sottili motivi).

Da adesso considereremo quasi solo le

50Per il lettore interessato:

Va,yconcordi ~/ry=+\/|z|\/|y| esimilmente con ogniindice pari

(concordi significa aventi ugual segno)

Y z,yconcordi ~\/z[y=+/ |a:|/\/ ly| e similmente con ogni indice pari

nmJx = ™z peresempio 8/ =z =>V/z
" /em ="z, n,m =2,3,4... (si semplifica m)

e di rarissimo uso {/z° = (\/7)¥, x20,a€clR, n=2,34...
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radici quadrata, cubica e quarta, e per
['ultima vale questa formula di riduzione:

YVo=/Vr (11)

(Ovviamente, per x > 0, altrimenti non ¢ definito nulla).

8.5 La radice quadrata in Medicina e Farmacia

Il significato fondamentale della radice quadrata /x ¢ il lato del
quadrato di area x: se per la nostra bella farmacia vogliamo un
magazzino quadrato di 400 metri quadrati, deve avere i lati di 20
metri.

Ma vediamo esempi piu specifici della Farmacia.

Esempio 1: La Formula di Mosteller per ’area corporea.
Nella chemioterapia per il cancro-spesso i dosaggi sono stabiliti non
in funzione del peso del paziente — com’é per tanti farmaci — bensi
dell’area della superficie corporea.

Una delle formule usate per stimarla é questa di Mosteller, che ha
3 versioni che sono equivalenti per le proprieta delle radici:

BSA, .= area ~ \/altezzacm X pesory _
3600

\/altezzacm X PESOLy \/altezzam X PESOg
) 60 ) 6
(che da circa 2 m? per un maschio adulto normale).

. . o
Prova tu stesso. Stimare la propria area corporea. %

Esempio 2. La radice quadrata rientra nel calcolo della varianza
e dello stimatore della varianza, che vedremo, di amplissimo uso in
Statistica Medica.
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Esempio 3. Nell’articolo scientifico il cui abstract & in https://
www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/19712746 modellizzano ’accrescimento
di una comunita microbica con 'uso della radice quadrata.

Esempio 4. Si voglia moltiplicare per 2 (o rispettivamente per
3, per 4, per qualunque ¢ > 0) l'area di un cerotto terapeutico
quadrato. Cio si ottiene moltiplicando il lato per /2 (o rispettiva-
mente per /3, per 2, per \/c). Perché da

area = lato?

segue, essendo lato un numero positivo,

lato = \/area

e sostituendovi area con 2-area si ottiene
lato,e, = V2 - area = V2 - \Jarea =2 - lato

e similmente con 3, con 4, con c.

Tutto cio é vero non solo per il quadrato e il suo lato, ma anche per
il cerchio e il suo raggio, e pure per il cerchio e il suo diametro:

il quadrato di area quadrupla ha lato doppio
il cerchio di area quadrupla ha raggio doppio
il cerchio di area quadrupla ha diametro doppio

Con qualche precisazione sul significato delle parole, tali corrispon-
denze
¢ x area <> \/c-misura lineare

valgono per qualunque figura geometrica piana, e non solo per il
quadrato e il cerchio: una figura — per esempio una macchia d’olio
su un liquido — di area quadruplicata rispetto a un’altra, ha misure
lineari doppie.


https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/19712746
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/19712746
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8.6 La radice cubica in Medicina e Farmacia

Il significato fondamentale della radice cubica /x ¢ il lato del cubo
di volume z: se per la nostra bella farmacia vogliamo un magazzino
cubico di 1000 metri cubi, deve avere i lati di 10 metri.

Ma vediamo esempi piu specifici della Farmacia.

Esempio. Supponiamo di voler ottuplicare il peso di compresse
sferiche (omogenee) che andremo a produrre, rispetto al peso di
quelle che gia produciamo. Allora il raggio, e quindi il diametro,
raddoppieranno.

Infatti dalla formula del raggio della sfera di massa m e densita d (che non ci
proponiamo di imparare a memoria)

3 [ 3m
- d7d
sostituendo m con 8 m abbiamo
3-8m 3m
3 3
new — = 8 —— =
" \/47Td \/ 4md

per la quinta ovvero penultima delle proprieta sopra elencate

3m
_3 ) om o
=38 1md 2r.
Con qualche precisazione sul significato delle parole, un tale rad-
doppio all’ottuplicare del peso (o equivalentemente del volume) e
pill in ingenerale la corrispondenza

¢ x volume < ¥/c-misura lineare

(nell’esempio sopra ¢ = 8) vale per qualunque figura geometrica,
non solo la sfera; per esempio per il cubo relativamente al suo lato,
o per una cavia rispetto alla sua lunghezza — ammesso, in via ap-
prossimata, che l'accrescersi della cavia nel tempo ne conservi la
“forma" (in senso tecnico geometrico si tratta della similitudine):
la cavia che pesa l'ottuplo, & lunga il doppio. (E il 2 implicato, ¢ la
radice cubica dell’8).
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Anche un cane o un gatto, nella crescita nel corso del tempo, fatta
salva ’approssimazione della forma mantenuta nel tempo:
se ottuplica il volume raddoppia la lunghezza

se moltiplica volume per ¢, moltiplica la lunghezza per /¢
Certo se invece di crescere normalmente, piuttosto ingrassa, non ¢
pitt vero, non conservandosi la forma.
Per due flaconi di medicine di ugual “forma", uno ingrandimento
dell’altro, se il primo ha volume ottuplo del secondo, allora ha al-
tezza doppia.

Tutto cio é vero non solo per i numeri 8 e 2; ma anche per 27 e
3, e per ogni ¢ >0 e %/c.

8.7 Esempi di calcolo con le radici.

V8 =2v/2 (perché & V4-2=\/4- \/5) e approssimeremo ~ 2.828
v/9 = 3 (assolutamente non +3)

V10 # 3.162 e lo troveremo con la calcolatrice

/-8 = =2 (perché (=2)(-2)(-2) = -8)

/24 = 23/3 (perché & /83 =3/8 -3/3)

/5 lo lasceremo come sta. (WolframAlpha con 5* (1/3) da 1.7099...).

4/4 = \/2 (perché ¢ \/\/4) e approssimeremo ~ 1.414

4/5 ~ 1.495 (calcolato come radice quadrata della radice quadrata).

8.8 Ordinamento dei numeri

Da N in poi esiste nei numeri un ordinamento (che sostanzialmente
supponiamo noto) per cui dati 2 numeri, o il primo é < del sec-
ondo, o > del secondo, o sono uguali (tricotomia). In modo ovvio

si definiscono il maggiore o uguale e il minore o uguale.

Da N in poi si pud sommare ad ambo i membri di un’uguaglianza,
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o di una disuguaglianza, una stessa quantita (fissa, cioé un numero,
o variabile, come una funzione) conservando 'uguagliaza, o rispet-

tivamente quella stessa disuguaglianza:
a<b < a+c<b+c eanaloghecon >,<,<, =

Da Z in poi vale questa molteplice relazione fra moltiplicazione e

ordinamento dei numeri:

ac>bec sec>0 siconserva l’ordinamento
a>b= L o ;.
ac < bc sec< (0 siinvertelordinamento

e del tutto similmente con > e <

ac>bc sec>0 siconserva 'ordinamento
a>b= .. .1
ac<bc sec<( siinverte I'ordinamento

Per esempio da 3 > 2 segue moltiplicando per il numero positivo
10 che 30 > 20, invece moltiplicando per il numero negativo —10
I'ordinamento si inverte: —30 < —20.

8.9 Altre formule classiche dell’algebra

Ecco alcune altre formule classiche dell’algebra:
(a+0)?>=a’>+2ab+b?
(a-b)2=a%?-2ab+b?
a’?-0>=(a+b)(a-b)
a-b=0<a=0vVv b=0 Legge di annullamento del prodotto

E ce ne sono moltissime altre, di cui alcune nella sezione di Com-
plementi a questa Lezione.
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8.10 Radici quadrate e cubiche, ed elettrocardiogrammi

In un certo calcolo relativo agli elettrocardiogrammi dal 1920 sono
usate alternativamente queste 2 formule

Formula di Bazett

SIE

a ) . ..
— Formula di Fridericia

Vb
e in seguito ne sono state proposte altre ancora; rimanendo nell’in-
certezza su quale sia la migliore. Leggiamo infatti’in un articolo(>1)
scientifico (2018) su 5 formule, per neonati:

There is an almost endless controversy regarding the choice
of the (...) formula to be used in electrocardiograms (...)

in neonates for screening for long QT syndrome (...). We

compared the performance of four commonly used formu-

lae and a new formula derived from neonates.

(...) Bazett’s (...), Fridericia’s

(...) The Bazett’s (...) can be used with confidence in

neonates

Cioé per i neonati consiglia la formula con la radice quadrata. Ma
un’altro(®?) studio, fatto su maschi adulti, dice che funziona meglio
la radice cubica:

881 middle-aged men (...) the cubic root equation might
be more accurate than the square root

51Stramba-Badiale M, Karnad DR, Goulene KM, Panicker GK, Dagradi F, Spazzolini C,
Kothari S, Lokhandwala YY, Schwartz PJ. For neonatal ECG screening there is no reason
to relinquish old Bazett’s correction. Eur Heart J. 2018 Aug 14;39(31):2888-2895. doi:
10.1093/eurheartj/ehy284. PMID: 29860404.

52Puddu PE, Jouve R, Mariotti S, Giampaoli S, Lanti M, Reale A, Menotti A. Evalua-
tion of 10 QT prediction formulas in 881 middle-aged men from the seven countries study:
emphasis on the cubic root Fridericia’s equation. J Electrocardiol. 1988 Aug;21(3):219-29.
doi: 10.1016,/0022-0736(88)90096-9. PMID: 3171455.


https://it.wikipedia.org/wiki/Intervallo_QT
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8.11 La Medicina non é una Scienza Esatta

Leggendo il paragrafo precedente, viste anche le implicazioni far-
macologiche, sia un matematico che uno studente di Farmacia o
CTF all'inizio dei suoi studi potrebbero restare alquanto sorpresi:
radice quadrata e cubica possono dare valori piuttosto diversi, e dai
due articoli non si evince un’eta soglia in cui cambiare formula, e
comunque entrambi gli articoli parlano di esistente incertezza, che
cercano di dirimere almeno nelle due classi di eta considerate.

Ma la Medicina non ¢ una Scienza Esatta, e simili differenze di opin-
ione fra i vari Medici — in questo caso su quale formula ¢ migliore
— non devono sorprendere.

Similmente, durante la pandemia (2020-2023) varie virostar si sono
vicendevolmente contraddette — e perfino_insultate — proponendo
tesi diverse: non € che non sappiano usare la calcolatrice o il mi-
croscopio, € che usano modelli diversi, opinabili.

8.12 1l volubil aspartame
Da (LINK ->, letto il'14 ottobre 2023) Rainews del 14 luglio 2023:

L’aspartame ¢ "probabilmente" cancerogeno, lo
ha stabilito I'OMS

Ancora il 16 ottobre 2023 leggiamo sul sito web dellEFSA in https://www.efsa.
europa.eu/it/topics/topic/aspartame

L’aspartame ¢ un edulcorante artificiale

(...) L’edulcorante e i suoi prodotti di degradazione sono autorizzati per
il consumo umano da molti anni sulla base di approfondite valutazioni
della sicurezza.

Prima pero non era nella lista delle sostanze classificate come “prob-
abilmente cancerogeno per I'unomo": ¢ avvenuto un cambiamento di
opinione scientifica nel corso del tempo. Sulla base — nelle sue varie
forme — della Statistica Medica.

In questo caso pero il cambiamento sul piano pratico non ¢ drammatico: con-
tinuiamo da RaiNews:


https://www.rainews.it/articoli/2023/07/laspartame-e-probabilmente-cancerogeno-lo-ha-stabilito-loms-2833bf23-e7cf-49c7-ad6e-4d84997f16d2.html
https://www.efsa.europa.eu/it/topics/topic/aspartame
https://www.efsa.europa.eu/it/topics/topic/aspartame
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Nonostante la probabile pericolosita, I’'OMS non propone di ridurne
la quantita giornaliera consigliata. Esulta l'industria, delusi gli

attivisti

Il passaggio da sospetti ad articoli scientifici a pareri non vincolanti a leggi
che proibiscano 1'uso di determinate sostanze ¢, diciamo cosi, molto lento: per
I’amianto in Italia molti decenni. Per il biossido di titanio, colorante tossico

dei farmaci, nel 2024 siamo ancora in attesa.
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* Complementi *

8.13 Complementi — Ulteriori formule classiche

(a+b)*=a®+3a’b+3ab*+b
(a-b)*=a’-3a’*b+3ab*-b°
a®+b3=(a+b)(a®-ab+b?)
a® - b= (a-b)(a*+ab+b?)

at+ bt = (a2—\/§ab+b2) (a2+ 2ab+b2)

(E I'ultima, poco nota, sorprendera pit di qualcuno).

219
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8.14 ESERCIZI SULLA LEZIONE 8

8.14.1 Esercizio risolto a — Area corporea

ESERCIZIO % 11 dosaggio di particolari farmaci dipende dalla superficie

12020
corporea. Una delle formule approssimate (Formula di Mosteller) da

. \/altezzacm X PeSOg
super ficie,,2 =
3600

Prendiamo per buona questa formula (senza discuterne eventuali limiti alla
validita). Se un fissato individuo conservando la sua altezza raddoppia il peso,
di quanto aumenterebbe la sua superficie corporea?

SVOLGIMENTO S
super ficie finale.

super ficie iniziale

detta hg I'altezza, e pg il peso iniziale e allora 2 py quello finale

si semplifica tutto tranne V2

=2~ 141

~ 41%

(Nella pratica, appare ragionevole non fare alcun affidamento sull’esattezza
della cifra delle unita; diciamo piuttosto che, col modello della Formula di
Mosteller, ad un raddoppio del peso conservando l’altezza corrisponde un au-
mento circa del 40% della superficie corporea).
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8.14.2 Esercizio risolto b — Mortalita fra ricoverati

ESERCIZIO,,,,, * Supponiamo che di 24391 ricoverati per una nuova malat-
tia muoiano 8123. Si esprima a parole (divulgativamente) la situazione con
un’espressione approssimata come

"morti 2 su 3" oppure "morto 1 su 4".

SVOLGIMENTO

Si ha .
morti 8123 N

ricoverati 24391

con la calcolatrice
~ (0.33303

che riconosciamo essere circa % =0.33333... = 0.3 e allora, a parole e approssi-
mativamente:

morto 1 su 3
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9 Piano cartesiano — I parte

9.1 Traiamo da Food and Drug Administration, USA
Fotografia di

Guidance for Industry
Q8(R2) Pharmaceutical Development

a pagina 22:

Dissolution (%)
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800850
W75.0-80.0
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W80.0850
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<>-.
Parameter 2
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0w 2 «u . PA:r‘n:D.l.:.“ 54 5% 58 &
Figure 1a: Response surface plot of Figure 1b: Contour plot of dissolution
dissolution as a function of two parameters from example la.

of a granulation operation. Dissolution
above 80% is desired.

9.2 Introduzione, anche con riferimento alla Farmacia

Gia sappiamo che i numeri reali sono identificabili coi punti di una
retta orientata su cui sia fissato un punto origine e un punto unita,
cio che costituisce un sistema di ascisse in quello che possiamo an-
che chiamare spazio cartesiano a 1 dimensione.

In questa lezione estenderemo quello spazio unidimensionale a uno
spazio bidimensionale, il piano cartesiano, in cui
1 punti sono identificabili con le coppie ordinate di numeri reali.

Dei milioni di articoli scientifici nel campo biomedico, innumerevoli
contengono rappresentazioni nel piano cartesiano. Si inizi apprez-
zando il ciclo pressione-volume del ventricolo murino sinistro.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pressure%E2%80%93volume_diagram#Medicine
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9.3 Definiamo ’obesita di animaletti

Supponiamo che uno sperimentatore abbia 16 animaletti della stessa
specie, e di ciascuno
1) misura la lunghezza
2) misura il peso
3) valuta se secondo lui & normopeso, sovrappeso o sottopeso.
Ottiene questi dati, senza qua riportare le unita di misura:
animaletto 1: lunghezza 2, peso 1, normopeso
animaletto 2: lunghezza 2.8, peso 0.9, sottopeso
animaletto 3: lunghezza 2.7, peso 1.9, normopeso

animaletto 16: lunghezza 2, peso 2, sovrappeso.
Ricerca interessante, anche costosa (il tempo é denaro), ma risultato
oscuro e inconcludente.

L’universita di Trieste (2023) alleva:
cavie, maiali, pulcini, pesci zebra;
altri animali da esperimento

vengono comprati da aziende esterne.

Rappresentiamo le coppie ordinate (lunghezza, peso) di ciascun an-
imaletto come punti del piano cartesiano — adesso considerato in
senso intuitivo, e dopo lo definiremo meglio — con colori diversi a
seconda della qualifica normopeso, sovrappeso e sottopeso.
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Adesso la situazione ¢ molto piil chiara: ci sono sostanzialmente
3 regioni del piano in cui cadono i punti corrispondenti rispettiva-
mente al normopeso, sovrappeso e sottopeso.

A un livello superiore, il ricercatore stabilisce analiticamente dei
possibili confini delle 3 regioni, dando di fatto le condizioni che poi
— senza fare alcun disegno bensi un semplice calcolo con la calcola-
trice — permettono in qualunque Ambulatorio Veterinario — o Lab-
oratorio ¢ — di stabilire, dalla lunghezza e dal peso, se un dato an-
imaletto va considerato normopeso o sovrappeso o sottopeso. Una
cosa del genere si fa di fatto per gli esseri umani, in vari modi.

Standard proposto dal ricercatore:

- sottopeso se: peso < (altezza —1)-0.8

- sovrappeso se: peso > (altezza—1)-1.2

- altrimenti: normopeso.
Almeno, per 1.5 < altezza < 3.
Le formule delle Scienze Applicate hanno in generale un
dominio di validita, spesso non esplicitato, con vaghi con-
fini al di fuori dei quali perdono validita.
Non si possono applicare le formule del sovrappeso a un embrione.

Si noti che nell’esempio soprastante siamo entrati nella
Scienza Moderna uscendo dalla medicina preistorica:

Mi sembra che uno con la forma di mio cugino (fa il gesto con
le mani) si deve considerare troppo magro.
Adesso abbiamo formule matematiche. Con esse in certi casi
si decidono terapie. (protocolli, evidence based medicine, ecc.).
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9.4 Premessa definizionale

funzione: f(x), p.es. f(x):=x?-2, spesso scritta y =22 - 2;
equazione: f(r)=g(x), p.es. 22 -2 =0 ha soluzione +\/2;
polinomio: a,x" + ... + a1 + ap, p.es. 2 -2, ha radici +v/2;

disequazione in 1 variabile: f(x)>g(x) (0 <0 >o0 <), p.es.
22> 2, ha soluzione < —/2 v . >/2.

9.5 Assi cartesiani

Gli assi cartesiani sono una retta orientata detta asse delle ascisse e
una retta orientata perpendicolare alla precedente, detta asse delle
ordinate, che si intersecano in un punto detto origine e denotato
con O. Su ciascuna é fissato un punto unita.

L’orientazione del piano e degli angoli con vertice nell’origine é an-
tioraria. L’asse delle ascisse si sovrappone all’asse delle ordinate
con una rotazione di +90°.

Spesso I'asse delle ascisse ha nome x, ma t se rappresenta un tempo,
e quello delle ordinate y, ma p se rappresenta un peso, eccetera,
qualsiasi nome.

Possiamo dire che su ciascun asse il punto unitd fissa un’unita
di misura, che determina I'ascissa e I'ordinata (distanze con segno
dall’origine) dei loro punti. Tuttavia, si ricordi che in Matematica
i numeri delle ascisse e ordinate sono numeri puri, ossia numeri,
mentre nelle Scienze Applicate possono essere dotati di unita di
misura, ed essere grandezze fisiche.
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9.6 Punti del piano cartesiano
Equazione del punto(®3):
P = (x0,y0) ovvero P(zg,y) ovvero (zo,Yo)

Il numero reale x( € 'ascissa di P e y l'ordinata.

Da adesso, le relazioni geometriche fra figure diventano relazioni
algebriche fra numeri, con enorme vantaggio pratico e applicativo.
In particolare, per i computer & normale operare su numeri.

Gia il D’Oresme(®®) (XIV secolo), iniziatore del metodo, arrivo fino a pro-
durre — sostanzialmente — ’equazione della retta. Oggi noi seguiamo la teoria,

pitt completa, di Descartes (Cartesius, Cartesio, XVII secolo).

9.7 Grafico di dispersione ovvero scatterplot
(Scritto sia scatterplot che scatter plot).

“Il grafico di dispersione o grafico a dispersione o scatter
plot o scatter graph é un tipo di grafico in cui due variabili
di un set di dati sono riportate su uno spazio cartesiano.

I dati sono visualizzati tramite una collezione di punti
ciascuno con una posizione sull’asse orizzontale determi-
nato da una variabile e sull’asse verticale determinato
dall’altra.

solitamente la variabile piti importante é sull’asse delle y"
(Wikipedia, I'enciclopedia libera)

53 Altri Autori scrivono col punto e virgola: (zo;vo)

% Leggiamo su Wikipedia, I'enciclopedia libera, alla voce Nicola d’Oresme: “matematico,
fisico, astronomo ed economista, vescovo, filosofo, psicologo e musicologo francese (...) teolo-
go appassionato, traduttore competente, influente consigliere di re Carlo V di Francia (...)
ebbe I'idea di utilizzare cid che dovremmo chiamare coordinate rettangolari nella terminolo-
gia moderna, una lunghezza proporzionale alla longitudo, ’ascissa di un dato punto e una
perpendicolare a quel punto, proporzionale alla latitudo, Pordinata (...) longitudo e latitudo
possono variare o rimanere costanti."
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Ukraine regions
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Figure 7: FEsempio di scatterplot, che mette in relazione la densita di
maiali d’allevamento domestico ed incidenza del covid-19, nelle regioni
dell’Ucraina; tratto da: “In the first wave of the 2020 pandemic in several
areas more sunlight less pandemic, more pigs more pandemic, and lower cor-
relations with some other livestocks". (December 2020), A. Soranzo. DOL:
10.13140/RG.2.2.29852.31367 Allo scatterplot ¢ aggiunta la retta di regres-
sione.

Altri esempi in questo LINIK-

Lo Studente, magari anche in dipendenza dei suoi interessi, tro-
vera diagrammi interessantissimi cercando online per immagini con
qualche motore di ricerca le parole

scatterplot qualche nome di malattia meglio se in inglese
per esempio

scatterplot diabetes


https://www.google.com/search?q=drug+scatterplot&sca_esv=3d2729c58a978d77&sca_upv=1&bih=705&biw=1227&udm=2&sxsrf=ADLYWIL9KCpnBE9bwZfOq4a4sOnnNnSxIA%3A1726916751147&ei=j6juZt7RCK-2i-gP4ZezyQ4&ved=0ahUKEwie1Yic8tOIAxUv2wIHHeHLLOkQ4dUDCBA&uact=5&oq=drug+scatterplot&gs_lp=Egxnd3Mtd2l6LXNlcnAiEGRydWcgc2NhdHRlcnBsb3RIeVAAWABwAHgAkAEAmAFVoAFVqgEBMbgBA8gBAPgBAZgCAKACAJgDAJIHAKAHLQ&sclient=gws-wiz-serp
https://www.google.com/search?sca_esv=3d2729c58a978d77&sca_upv=1&rlz=1C5CHFA_enIT977IT977&sxsrf=ADLYWIKQkMKtgPSGAzWIcbIbUqOlWltwoA:1726915815931&q=scatterplot+diabetes&udm=2&fbs=AEQNm0Be9hsxO5zOUoY5v2srYNPRIvTz_02aG-_CVE5t-hWDE-o4NknGVSyJJ2o-ODmr6AzzAs2HXn22T5ul0WKsZVMmktBHILck1TXyfSEFf6vCF3_C9uymu8sbXII5NshFlUpDYXz1jBtnrmusT_RhBYviCpBztK9-tKVcmvXsE6dWr4KTniI&sa=X&sqi=2&ved=2ahUKEwjl2I_e7tOIAxUR-AIHHSKuDXsQtKgLegQICxAB&biw=1227&bih=705&dpr=2.5
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9.8 Diagrammi e grafici

Ogni rappresentazione grafica di dati la diremo diagramma.

/7 1 average income

—

J per consumer

VACCINE

high income ~_/

per consumer targets hillions

of consumers

MEDICINE

RESEARCH ABOUT
REMOVABLE CAUSES negligible income

per consumer

targets millions
of consumers

. . . . ey (5 . . L . .
Esempio di diagramma. Con simili strumenti(®®) un’azienda farmaceutica pué decidere in
quali ricerche scientifiche investire per ottimizzare i guadagni. Poi, in base alla dottrina

economica corrente, [a mano invisibile del mercato dovrebbe produrre benefici per molti.

Detto ultrasemplificatamente, con numeri riferibili all’ltalia per agevole compransione: il
farmaco lo date magari a 50mila malati gravi, il vaccino a 50 milioni di sani: sono mille
volte di piu clienti. I pit famosi farmaci (Remdesivir, Paxlovid, Molnupiravir) creati speci-
ficamente per il covid (inizialmente propagandati come semi-miracolosi e poi risultati molto
meno efficaci) avevano costi dell’ordine dei 500-3000 euro, 1 dose di vaccino sui 4-20 euro:
é vero che i farmaci costavano 100 volte piu del vaccino, ma i destinatari del vaccino erano
1000 volte di piu. Proporzionalmente c’é stato 'interesse delle case farmaceutiche per vac-
cini e farmaci. Sulla ricerca delle cause rimovibili ¢’é stato pochissima ricerca scientifica. Il

diagramma fa capire chiaramente queste questioni.

5Detto icasticamente: il farmaco si darebbe magari a 50mila casi severi e il vaccino a 50
milioni di sani, un rapporto 1:1000. E’ vero che il farmaco costa pitt del vaccino, ma non
1000 volte, diciamo circa 100 volte. (Per esempio il famoso Paxlovid, 1400 dollari per un
trattamento di cinque giorni).


https://it.wikipedia.org/wiki/Mano_invisibile
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Fra i diagrammi ci sono i ben noti diagrammi a torte per le per-
centuali, 1 grafi usati per le mappe cognitive, gli istogrammi che
vedremo, le carte statistiche, perfino interattive.

E i grafici in senso matematico cosi definiti:

grafico € un sottoinsieme G di X x Y tale che

(Vo) (3y) (z,y) € G

(E sottinteso che 7 € X e y € Y, e fra la quarta e la quinta parentesi
¢ implicito un “tale che").

Ma nelle Scienze Applicate spesso qualunque diagramma viene chiam-
ato grafico.

Si noti che una retta ¢ un grafico®®) in R x R ma un circolo no,
almeno non nel senso matematico sopra detto.

®© 1 matematici fanno la distinzione fra un grafico, oggetto astratto che spesso é
un insieme illimitato del piano, e un disegno di un grafico, necessariamente limitato
e quindi in generale incompleto ovvero parziale: nessuno pud disegnare tutta una
parabola, eppure sia nel linguaggio comune che nelle Scienze Applicate il disegno di

una sua parte (quasi) tutti lo chiamano (grafico della) parabola.

Figure || su WolframAlpha Link-> | su WolframAlpha Link->

Nella Scienze Applicate e nella divulgazione scientifica avviene spesso
che anche i (disegni dei) grafici in senso matematico vengano arric-
chiti da notazioni e disegni, diventando diagrammi di vario tipo.

3 . . N . . .
560vviamente una retta verticale ¢ un grafico di una funzione della y, precisamente una
funzione costante del tipo = = cost.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=-x
https://www.wolframalpha.com/input/?i=1%2Fx
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9.9 Rette del piano cartesiano

Un’infinita di fenomeni delle Scienze Applicate viene mod-
ellizzata, pitt 0 meno esattamente ovvero pitt o0 meno ap-
prossimativamente, con equazioni

y = numero - variabile + evantuale [tro numero
i cui grafici nel piano cartesiano sono rette
Esistono
o rette verticali, cioé parallele all’asse y: equazione x = p

o rette orizzontali, cioé parallele all’asse x: equazione y = q
o rette oblique, non parallele né all’asse x né all’asse y

Equazione esplicita della retta passante per l'origine e non verti-
cale, ovvero

retta obliqua.od orizzontale, per l'origine:

Yy=mc

e questa funzione é caratterizzata da
e~nnnnnnnne “al raddoppiare di x raddoppia y e viceversa.”

La maggior parte delle funzioni di 1 variabile delle Scienze Applicate ha questa forma.

Per esempio la Prima Legge di Gay-Lussac ovvero Legge di Charles con la temperatura
assoluta
V=VaT T temperatura assoluta retta per l'origine nel piano (T, V)

Equazioni esplicita della retta non verticale, ovvero

retta obliqua od orizzontale:

Y=mox+q

per esempio giorni _dal concepimento = 365.25 anni+ 273 (Formula approssimativa).


https://it.wikipedia.org/wiki/Prima_legge_di_Gay-Lussac
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q ci dice il punto di intersezione con l'asse y, precisamente (0, q).
m: coefficiente angolare, ci indica la pendenza della retta;
se ¢ 0 la retta € orizzontale

N

se ¢ >0 la retta “sale"

se ¢ <0 la retta “scende".

A volte nelle Scienze Applicate ’equazione appare come

y=m(z+p)

che ¢ esattamente come prima con ¢ = mp ovvero p = q/m.

Per esempio una ricerca scientifical®”) da questo peso ideale
weight children aged 1-5 years =2 x (age_in_years +5)

che nella forma y = m x + g sarebbe weight children aged 1-5 years=2xage in_years +
10.
Addirittura puo presentarsi scritta in una forma equivalente

y=a(bx+c)
per esempio la Prima Legge di Gay-Lussac ovvero Legge di Charles con i gradi Celsius

V=V({1+at) t temperatura °C retta obliqua nel piano (t,V)

Equazione implicita della retta: az+by+c¢=0 con (a,b) # (0,0)
per esempio 2x —y + 10 = 0 che ¢ quella appena vista salvo diverse variabili.

Ogni punto P(x,y) le cui coordinate verificano I'equazione della
retta appartengono alla retta, e questo sara un fatto generale, es-
tendibile a tutte le curve, in rappresentazione esplicita o implicita.
Per esempio (1.7,63.869) sta sulla curva del peso ideale maschile secondo Keys, che
¢ la parabola (grafico di) y = 22.12%: altezza in metri 1.70 (ovvero 1.7, matematica-

mente), peso 63.869 in chilogrammi.

=4 . . . . . . .
5"Make your Best Guess: an updated method for paediatric weight estimation in emer-

gencies, by Tinning K, Acworth J., in Emerg Med Australas. 2007 Dec;19(6):528-34.


https://it.wikipedia.org/wiki/Prima_legge_di_Gay-Lussac
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/18021105
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/18021105
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Equazione della retta per 2 punti:
L=y Y=Y
L1 —X2 Yl — Y2

Naturalmente con semplici passaggi algebrici la forma soprastante
puo essere ricondotta ad ax +by + ¢ =0, e, se la retta non e verti-
cale, ay=muz +q.

(12)

Formula della distanza di 2 punti:

d= \/(fﬁl —22)% + (y1 = ¥2)?

Il computer non mette un righello da un punto all’altro: usa questa
e analoghe formule.
El se un modernissimo computer “vede” i punti con una telecamera,

poi la distanza la calcolera comunque con la formula soprastante,
dopo aver trasformato i punti in coordinate numeriche.

2 rette di equazioni y=mzx+qey=m'x+q
sono parallele < m'=m

(e ovviamente 2 rette verticali x = p e z = p’ sono parallele).

E si possono considerare molte altre formule.(%®)

58Per il lettore interessato, ecco alcune altre formule.
2 rette di equazioni y=mz+qgey=m'z+q

. . / 1
sono perpendicolari < m’ = -—
m

Formula della distanza punto-retta:

azo+byo +(

d
Va2 +b?
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Grafico cartesiano Gy di una funzione f(z) ¢ (il disegno del)l'insieme

Gy={(z,y) eR?*|y = f(x)}

e spesso le funzioni hanno nome y () denotato anche semplicemente
y, e gia abbiamo visto le rette orizzontali e oblique y = m x+¢q, che di
fatto sono proprio grafici, mentre le rette verticali non sono grafici
di funzioni di z. (Ma sono grafici di funzioni di y).

Fra le rette che sono grafici di funzioni di « si distinguono queste:
y = x bisettrice del I e III quadrante — funzione identita
y = —x bisettrice del II e IV quadrante — passaggio all’opposto
y =q con q € R generica retta orizzontale, e se ¢'= 0 si ha
y=0 asse x
e quelle che non sono grafici di funzioni di x.sono precisamente queste:
x = xg generica retta verticale, e se xg =0-si ha

x =0 asse y.

9.10 Funzioni e dis/equazioni di primo grado

Per ogni m la funzione f () := mx si chiama funzione lineare, e in
questo contesto la scriveremo y = m x.

Esempio: I'indice di massa corporea: BMI := =2=*°- in cuil'altezza

possiamo ragionevolmente considerarla costante — per un fissato in-
dividuo — mentre un peso x puo variare piu facilmente, in pratica
abbiamo y = -x; s usino chilogrammi e metri).

1
altezza?

E una funzione crescente se m > 0, e decrescente se m < 0, costan-
temente nulla se m = 0.

Il grafico & una retta passante per l'origine.

Fissato m # 0, 'equazione mz = 0 ha soluzione x = 0 (basta di-
videre per m # 0), mentre la disequazione in 1 variabile

max >0

si risolve dividendo per m cid che, se e solo se m < 0, inverte
I'ordinamento. Analogamente si risolve se si aveva >, < o <.
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Per ogni m,q € IR la funzione f(x) := mx + ¢ si chiama funzione
affine, deprecabilmente detta lineare, e in questo contesto la scriver-
emo Yy =max +q.

E una funzione crescente se m > 0, e decrescente se m < 0, costante
se m = 0.

Il grafico ¢ una retta, che intercetta (interseca) l'asse y in (0, q).
Fissati m # 0 e g, '’equazione

mx+q=0

ha soluzione x = —£. (Si sommi —q e si divida per m # 0).
Le 4 disequazioni con >, >, <, < si risolvono sommando —¢ e poi

dividendo per m invertendo I'ordinamento se m < 0.
Fissati m e ¢, la disequazione in 2 variabili

yzmx+q

rappresenta il semipiano chiuso “sopra" la retta y = mx + ¢, com-
presi i punti della retta. Col >, il semipiano aperto, esclusi i punti
della retta.

Con <, e con <, si va “sotto” la retta, compresa (semipiano chiuso)
o rispettivamente esclusa (semipiano aperto).

Cio vale anche per la y > mx e le 3 analoghe, che hanno ¢ = 0.

Elaborazione digitale di immagini (anche medicali). I com-
puter, nelle elaborazioni digitali, non vedono con gli occhi se un
puntolino bianco in una radiografia sta da una parte o dall’altra di
una linea: fanno — ultrasemplificando — un calcolo numerico che si
conclude con una verifica numerica del tipo maggiore o minore.
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9.11 Esempio di rette: peso normale secondo Broca

La pitl nota e popolare formula per il peso ideale
peso uomini: altezza meno 100

(taluni modificano 100 in 104 per le sole donne) da una retta del
piano cartesiano dei punti (altezza, peso).

E ammessa nel peso una tolleranza del 10%, si ottiene una regione
del piano cartesiano, costituita da punti (altezza, peso), delimitata
da 2 rette.

(E 2 segmenti, a voler essere pignoli, e il segmento di destra non ¢ ben definito:
fino a quale altezza massima la formula é da ritenersi valida? Non vorremo
mica definire il peso ideale di una persona ipoteticamente alta 3 metri, quindi

caso unico gravemente malata?)

Con 'altezza h (in centimetri) e il peso p (in chilogrammi)
la Formula di Broca definiva (oggi esistono vari altri stan-

dard)
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peso normale = (h - 100) £ 10% (secondo alcuni, h >
130)

ovvero, con la corretta interpretazione del +£10%, in senso
intervallare,

pesonormale €
[(h=100) - (h-100)10%, (h-100) + (h-100)10%]

e qua — a conti fatti — riconosciamo 2 rette e 3 regioni del
piano Ohp:

sottopeso p < 0.9 h - 90 (sotto la retta)
sovrappeso p > 1.1 A — 110 (sotto la retta)

e la terza regione, dei normopeso, ¢ quella fra le 2 rette.
(Secondo certi Autori, £20% invece che +10%).

150

100

50 -

50 100 150 200 250

Figure 8: Le 2 rette estreme per i normopeso secondo la Formula di Broca con
la tolleranza del 10%, limitatamente ad altezze fra 130 e 250 cm.

Come sarebbe la situazione di 53 kg e 1.70 m? (Si con-
verta in centimetri).
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9.12 Nota finale sulle rette oblique

Le rette oblique con pendenza verso l’alto sono grafici di
funzioni che “crescono sempre ugualmente”.

Per esempio il volume V' di liquido in una provetta al crescere del
livello A oltre la parte “semisferica": V' =mh+q, dove ¢ ¢ il volume
della parte “semisferica" della provetta.

9.13 Nota sui modelli matematici

I1 fatto che la formula di Broca per il peso ideale certamente smetta
di avere senso in qualche punto imprecisato —non esiste alcun peso
ideale per persone alte un chilometro e anzi ¢ dubitabile gia per 3
metri — é un caso specifico dell’osservazione generale seguente.

Molte formule delle Scienze Applicate hanno un
qualche dominio di ragionevolezza in cui model-
lizzano bene la realta sensibile, divenendo sempre
meno sensate verso imprecisati estremi.

Leggiamo per esempio in un articolo scientifico (https://pubmed.
ncbi.nlm.nih.gov/22211780/)

The Mosteller formula underestimates BSA in the paedi-
atric population and must be used with precautions be-
cause of low precision, most pronounced in neonates and
infants.

(E certo non calcolera bene 'area della superficie corporea di un
embrione di forma pressoché sferica).

9.14 1 modelli per fare ’'interpolazione, spesso bene

La semplice funzione (modello)

14


https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/22211780/
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/22211780/
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approssima per i 2.75 anni dal 1 dicembre 2020 (tempo 0) all’inizio
del settembre 2023 (tempo 2.75, due anni e 9 mesi ovvero tre quarti
d’anno) il numero totale di dosi di vaccino somministrate, a livello
mondiale, in miliardi.

(Vedasi https://ourworldindata.org/covid-vaccinations
con opzione cumulative).

ggesseessescesee
0988

Per esempio per ¢ = 2 (cio¢ a 2 anni dall'inizio) si trova 13.5 (cio¢ 13
miliardi e mezzo; il valore vero era 13 miliardi al 1 dicembre 2022).

Con la formula data si pud ottenere un valore per esempio per
il, poniamo, 15 settembre 2022, che se non esatto sara comunque
verosimilmente vicino al vero: non avranno mica sospeso a livello
mondiale le vaccinazioni dal 1 al 15 settembre per poi fare nella
seconda meta di settembre quelle di tutto il mese, no?
L’interpolazione riesce spesso bene.

9.15 I modelli per fare ’estrapolazione, spesso male

Se un valore evolve nel tempo secondo una legge empirica (speri-
mentale) ci viene naturale azzardare una previsione per il futuro.
Questo processo &€ molto meno garantito dell’interpolazione.

Se abbiamo di giorno in giorno, per un fenomeno, i valori

000000000
¢ ovvio che ci viene naturale — in assenza di altre informazioni —
azzardare il valore 0 per il giorno successivo.


https://ourworldindata.org/covid-vaccinations
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L'Islanda ha oltre il 73% di vaccinati.
La variante Delta ha provocato

239

Attualmente I'lslanda
e la nazione in Europa

un‘ondata epidemica con un tra e pikrvaccinate (78%) Islanda
. . . e con piu decessi Covid
notevole aumento dei casi. Perd non rispetto alla popolazione.
€ morto nessuno, a riprova che i
vaccini funzionano, e pure molto
bene.Da @
Daily new confirmed COVID-10 de .\!x‘[u“H.\Hu‘llw(»wpl\ ) -
11:40 AM - 26 ago 2021 - Twitter for iPhone r
Jul 24,2021 Sep 12,2021 Nov 1‘, 2021 Dec Zi, 2021 Mar 11, 2022
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ESERCIZI SULLA LEZIONE 9

9.16 Esercizio risolto a — Retta e sangue

2005 * Supponiamo che nel sangue di una persona una certa sostanza abbia
alle 8:00 di mattina concentrazione 50 mg/dl e alle 6:00 di sera concentrazione
82 mg/dl. Esprimendo i tempi in ore, dallo 0 della mezzanotte, i valori dati
individuano 2 punti nel piano cartesiano con i tempi ¢ sull’asse delle ascisse e
le concentrazioni y sull’asse delle ordinate (con o senza unita di misura).

Trovare la retta per i 2 punti espressa in forma esplicita, senza unita di misura.
(Con essa si potrebbe ipotizzare la concentrazione in qualunque orario inter-
medio, supponendo una variazione lineare, che in assenza di altre indicazioni
appare la piu ragionevole approssimazione; ma qua non ne faremo nulla).

Svolgimento
Osservato che le 6:00 di sera sono le 18:00, cioé a 18 ore dal tempo 0, i valori
dati individuano i 2 punti del piano cartesiano

(8h,50mg/dl), (18h,82mg/dl) ovvero meglio (8,50), (18,82)

e ricordando la formula della retta per 2 punti troviamo

t—1to _Y-y
ti—ta 1 -y
t-18 y-82
8-18 50— 82
t-18 y

- 82
A (=1)-10-32
-10  -32 /( )-10-3
32(t-18) =10 (y - 82)
32t - 576 - 10y = —820

~10y = -32¢ - 244

y=3.2t+24.4

anche esprimibile con

_ 16 122
y—5t+ z

(Da cui p.es. a mezzogiorno, t:= 12, la concentrazione ipotetica 62.8 mg/dl).
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9.17 Esercizio risolto b — Retta e sangue

w2015 * Supponiamo che nel sangue di una persona una certa sostanza abbia
alle 6:00 di mattina concentrazione 70 nmoli/L e alle 9:00 di sera 150 nmoli/L.
Esprimendo i tempi in ore, dallo 0 della mezzanotte, i valori dati individuano 2
punti nel piano cartesiano con i tempi ¢ sull’asse delle ascisse e le concentrazioni
y sull’asse delle ordinate (con o senza unita di misura, h e poi nmoli/L).

Con la retta per i 2 punti si puo ipotizzare la concentrazione in qualunque
orario intermedio, supponendo una variazione lineare, che in assenza di al-
tre indicazioni appare la pitl ragionevole approssimazione. Con l’equazione
esplicita di quella retta, senza unita di misura, calcolare 1'ora in cui la con-
centrazione é salita a > 110 (nmoli/L, unita di misura che non esprimiamo per
semplicita).

SVOLGIMENTO
Osservato che le 9:00 di sera sono le 21:00, cioé a 21 ore dal tempo 0, i valori
dati individuano i 2 punti del piano cartesiano

(6 h,70mmoli/L), (21h,150nmoli/L) ovvero meglio (6,70), (21,150)

e ricordando la formula della retta per 2 punti troviamo

t—1y _ Y-
ti=ts Y1 - Y2
t-21  y-150
6-21 T70-150
t-21 y-150

e / (~1)-15-80
80 (t-21) =15 (y — 150)
80t - 1680 - 15y = -2250
-15y =-80t - 570
e dividendo per —15

16
=—1t+38
Y73

e ora risolviamo la disequazione della concentrazione y > 110

§t+382110

§t2110—38

16
—t>72
3
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2
t272-i:9-§:—7:13.5
16 2 2

cioé a 13.5 ore dalla mezzanotte, cioe 13 ore e mezza, cio¢ alle

13:30
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10 Piano cartesiano — 11 parte

10.1 Iperbole equilatera riferita agli asintoti

Il grafico della funzione passaggio al reciproco, gia vista,

Yy=-
x
¢ una curva®) e pil in generale
cost
y=— cost #0
x

ha grafico una curva detta iperbole equilatera (riferita agli as-
intoti) e questa ¢ una delle formule di pit ampia ricorrenza nelle
Scienze Applicate.

Esempio della Termodinamica, Scienza utile nella fabbricazione dei farmaci.

Legge delle Isoterme di Boyle-Mariotte
P pressione = #s;;w
1
0 cost v

Queste funzioni y(z) = ¢ sono caratterizzate da

e~nnnnnnnne “al raddoppiare di x dimezza y e viceversa”

3 P . . N . .
Una definizione rigorosa di curva & alquanto complessa, e in questa trattazione ele-
mentare supporremo noto il concetto. Le curve piu semplici sono le rette.
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10.2 Circolo e cerchio

Tutti i grafici sono curve,
e hanno un’equazione esplicita y = f(x),
ma esistono curve che non sono grafici,

e hanno un’equazione implicita f(x,y) = 0.
In particolare il circolo di raggio r e centro (xg,yo):

(= 20)* + (y - yo)* =17

Altri Autori lo chiamano cerchio ma in questotesto il cerchio sara
la regione “dentro" un circolo.
Questa disequazione

(z = 0)” + (y—10)* <7°

se verificata rappresenta lo stare dentro il circolo ovvero appartenere
al corrispondente cerchio.
Ricordiamo

la lunghezza del circolo 27 r

I’area del cerchio 7 r2.

10.3 Diagramma bolle e sua ambiguita

L’area del cerchio puo essere usata per rappresentare un valore nu-
merico: i dtagrammsi a bolle possono rappresentare 1 o 2 o 3 liste
di valori corrispondenti, come vedremo.

Esempio 1 — unidimensionale. Ecco un esempio semplicissimo,
in cui 1 lista di 6 numeri viene rappresentata con 6 cerchi, vari-
amente colorati per identificarli. Il cerchio rosso, il piu grande,
rappresenta i morti di covid-19 in Italia nella prima ondata del
2020.
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Morti in Italia per influenza, covid-19, incidenti stradali

Le aree sono proporzionali al numero di morti

'702? - influenza 2013/2014
-20259 - influenza 2014/2015
. . -158{}1— influenza 2015/2016
.24981 - influenza 2016/2017
& -35483 - covid-19 2020

{30/1/2020 - 31/8/2020)

23317 - incidenti stradali
(media 2015-2019)

Fonti: PMID 31401202 (influenza), Protezicne Civile (covid-18), ISTAT (incidenti stradali)

Figure 9: Esempio di rappresentazione grafica di 6 dati numerici

(Si rassicuri 'automunito lettore: nonostante la ciclopica perdita di
anni di vita umana causata dai veicoli, con incidenti causati magari
da 1 che uccide 2 o 3, anche bambini o giovani con aspettativa di
vita residua di 50 anni, nulla di simile alle limitazioni generate dal
covid sta per avvenire contro i veicoli, che muovono un mercato
mondiale smisurato, con un numero di veicoli a 4 ruote dell’ordine
di 10Y che consumano carburante dell’ordine di 102 litri all’anno).

Purtroppo secondo altri Autori non ’area dei cerchi bensi
il diametro rappresenta il terzo valore di ogni terna di val-
ori, per cui i diagrammi a bolle di fatto possono essere
molto fuorvianti guardandoli, e facendoli bisogna specifi-
care lo standard usato.

E ancor peggio coi diagrammi a bolle tridimensionali.

Esempio 2 — unidimensionale problematico. Con il covid-19
¢’é stato un fiorire di fake news sui vaccini, spesso di antivaccin-
isti, e questo si sa. Ma vediamo in questo esempio la mostruosa
sproporzione fra l’area del cerchio arancio e quello verde: mentre si
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afferma che I'arancio rappresenta il 7,3% la sua area ¢ meno dell’1%.
Guardando bene, ¢ possibile che abbiano usato lo standard di rap-
presentare il dato con il diametro invece che con l'area, ma al-
lora avrebbero dovuto accostare i cerchi e non sovrapporli perché
sovrapponendoli qualunque persona ragionevole riterra che il dato
sia rappresentato dall’area.

E ovvio che falsi di questo genere generano diffidenza verso i vaccini.

SOSPETTE REAZIONI AVVERSE
GRAVI/NON GRAVI

LO 0,3% DELLE SOSPETTE REAZIONI AVVERSE NON E DEFINITO

Fonte: AIFA, p. 5 in: Link Con quadrettatura sovrapposta

Edit. Una serie di inchieste ha poi rivelato che era una cosa de-
liberata: nelle indicazioni che furono mandate ai grafici, ’AIFA
scrive che 'area del cerchio delle manifestazioni gravi non sia pro-
porzionale, “potrebbe essere piu piccolo".

Esempio 3 — problematico.


https://www.aifa.gov.it/documents/20142/1315190/Rapporto_sorveglianza_vaccini_COVID-19_1.pdf/
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Esempio di 2 rappresentazioni delle stesse 3 terne di numeri coi diagrammi a bolle,
a sinistra con le aree e a destra coi diametri.

Problematicita ulteriore del caso tridimensionale. Ovvia-
mente il diagramma a bolle non funziona bene se 2 o pit bolle si
sovrappongono esattamente (0-quasi esattamente se le bolle ven-
gono rappresentate piene); e in quel caso il diagramma ottenuto &
fuorviante.

Esercizio, Si verifichi se il punto (2,2) sta nel circolo

2+ y?+22-10y+1=0

Esercizio, Esplicitare i 2 semicircoli costituenti il circolo.

(Si trovera y =5+ vV -22 - 2z + 24).

Altre curve in equazione implicita sono queste, con a,b > 0:

22 2
= - Z_Q =1 un’iperbole
a
22 2
— - Z_Q =-1 un’altra iperbole
a

b

e le rette y = +7 x si chiamano asintoti dell’iperbole;

$2 y2

= + i 1 ellisse (in forma canonica(60))

60 Canonico significa, con parola internazionale di uso pitt moderno, standard.
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e la disequazione

.',CZ y2
;‘i‘ﬁgl

se verificata rappresenta lo stare dentro [’ellisse. Se a > b I'ellisse appare “rib-
assata" e se b > a l'ellisse appare “allungata verso I'alto".

Esercizio, Con a:= 3 e b:= 4 si scrivano, esplicitino (per archi) e
disegnino le 2 iperboli e 'ellisse.

10.4 La parabola

La parabola ¢ una curva del piano euclideo (¢ poi cartesiano) con
la forma pitt 0 meno della lettera

U

ovvero del simbolo c, che si estende indefinitamente, allungandosi
molto pit che allargandosi (comunque si allarga indefinitamente).
Nel piano cartesiano viene di solito orientata con asse di simmetria
verticale, pitt 0 meno cosi: U oppure nN.

Nelle varie applicazioni scientifiche, puo interessarne una parte pi-
uttosto che un’altra (raramente tutta: é un’astrazione matematica,
come la retta).

Nel piano euclideo tutte le parabole sono simili, cioé sovrapponibili salvo ingrandi-

mento, come i circoli ma é molto meno evidente.

Esempio, duplice. Si hanno — oggi si usa di meglio — le For-
mule di Keys per il peso ideale y dell'uomo e della donna, data
laltezza x:

y=22.127

y = 20.6 2

(ragionevolmente considerabili per x > 1.30, e fino a un ,,, ra-
gionevolmente fissabile; si usano i metri e i chilogrammi).
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Spostare il punto altezza nell'interattivo per calcolare il pese ideale.

peso (K9)  FORMULA DI KEYS
Peso ideale donna = (altezza in m)? - 20,6 Muovi il punto per variare I'altezza
Peso ideale uomo = (altezza in m)? - 22,1 altezza = 200

120

110

100

90

80
o Se uomo peso ideale = 88.4 Kg
60
50
40

30

20

|
altezza (cm,

o 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210

Figure 10: Screenshot da  https://www.iSissvalleseriana.it/
Matematica/matecomeprezzemolo/peso_ideale_feormula_di_keys.html

10.5 Equazione della parabola con asse verticale

La generica parabola con asse verticale ha equazione

y=ax’+br+c a#+0

La disequazione
y>ar’+br+c

rappresenta lo stare sopra la parabola (in senso debole, per avere il
senso forte si ponga >, e questo ¢ un fatto generale).

E ovviamente
r=ay’+by+c  a#0

rappresenta la generica parabola con asse orizzontale.

La parabola é simmetrica rispetto ad una retta detta asse che in-
terseca la parabola in un punto detto wvertice della parabola.

Esempio. in uno studio scientifico si é stabilito

weight < —3,767 + 89.11 * length + 1.237 % length? 40 < lenght < 55


https://www.isissvalleseriana.it/Matematica/matecomeprezzemolo/peso_ideale_formula_di_keys.html
https://www.isissvalleseriana.it/Matematica/matecomeprezzemolo/peso_ideale_formula_di_keys.html
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(con la lunghezza in centimetri e il peso in chilogrammi) rappresenta bene una
soglia per il 90% dei neonati (Hospital Israelita Albert Einstein, San Paolo,
Brasile, 1995-1998). (Con 50 cm da 3781 grammi). (Si noti che usano il punto
decimale, e la virgola come separatore delle migliaia), e lo capiamo dal numero
in 89.11).

10.6 Le curve a forma di J

. 100%
cardiovascolare rrinsc():?tig
precoce \/
Ol . colesterolo Ol . . parametro
Un caso classico Generalizzazione

La parabola ci offre un semplice modello del concetto, pit gene-
rale, di curva a forma di J. Traiamo da Wikipedia, ’enciclopedia
libera, alla voce J curve:

In medicine, the ’J curve’ refers to a graph in which the
x-axis measures either of two treatable symptoms (blood
pressure or blood cholesterol level) while the y-axis mea-
sures the chance that a patient will develop cardiovascular
disease (CVD). It is well known that high blood pressure
or high cholesterol levels increase a patient’s risk. What is
less well known is that plots of large populations against
CVD mortality often take the shape of a J curve which in-
dicates that patients with very low blood pressure and/or
low cholesterol levels are also at increased risk.

E nozione comune che il colesterolo troppo alto possa aumentare
fare male, ma poco considerato é il caso del colesterolo troppo basso,
e similmente per la pressione.

Senza voler qua fare Medicina, citiamo comunque da un articolo(61)
scientifico:

6lhttps://www.thelancet.com/journals/lanwpc/article/PI1S2666-6065(23)
00192-X/fulltext


https://www.thelancet.com/journals/lanwpc/article/PIIS2666-6065(23)00192-X/fulltext
https://www.thelancet.com/journals/lanwpc/article/PIIS2666-6065(23)00192-X/fulltext
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Both low and high HDL-C were associated with increased
mortality risk. We recommended 50-79 mg/dL as the
optimal range of HDL-C among Chinese adults.

E ben possibile che tali curve a forma di J siano tanto diffuse quanto
poco considerate

10.7 Area del segmento parabolico, ed epidemie

Mentre 'area del triangolo ¢ notoriamente % b h, I'area del segmento
parabolico — la cui definizione lasciamo all’intuitivo lettore — &

Questo ci permette di stimare a colpo d’occhio il numero totale di
morti di un’ondata epidemica disponendo di un istogramma a barre
(bar chart) dei morti giornalieri, se — come spesso succede — esso
disegna pitt 0 meno un segmento parabolico:

morti di un’ondata epidemica = 3 durata x picco (13)

Ovviamente la durata va intesa in giorni e sara bene non prendere
il valore di picco effettivo ma mediarlo coi valori dei giorni vicini,
anche a occhio, o ancor meglio usare, se disponibile, il massimo
della media mobile a 7 giorna.
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nnnMMMMnM MM "

Figure 11: Modellizzazione del numero giornaliero di morti di un’epidemia con
una parabola

In generale una migliore approssimazione dell’andamento del nu-
mero dei morti delle' epidemie si ha con curve “a campana" che
crescono poco all’inizio e dotate di una “coda destra'.

10.8 Note finali sulle coniche

L’ellisse — in generale, anche se spostata in qualunque punto del piano, e allora con
equazione diversa — ¢ il luogo(52) dei punti del piano che ha costante la somma delle
distanze da 2 punti detti fuochi.

Un’analoga proprieta, con la differenza, vale per le iperboli.

La parabola é luogo dei punti per i quali é costante la distanza da un punto — detto

fuoco — e da una retta — detta direttrice. nel vertice.

Parabole, ellissi e iperboli — disposte in qualunque modo nel pia-
no — si chiamano coniche, e comprendono i circoli (che sono ellissi
con a = b, se il centro ¢ O).

52Insieme. Termine usato in geometria.
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Sono intersezione del piano cartesiano con un cono completo.

10.9 Risolvere le equazioni con calcoli o disegni?

Il piano cartesiano permette molte volte di risolvere graficamente
equazioni e sistemi di equazioni.

Come norma generale bisogna risolvere analiticamente le equazioni
e 1 sistemi di equazioni ed eventualmente disequazioni, cio¢ coi cal-

coli, per quanto possibile, perché esistono casi in cui il disegno in-
ganna, perfino se fatto col computer.

Tuttavia fare i disegni ¢ comunque utilissimo:
(a) per verificare la correttezza dei risultati trovati;
(b) per una comprensione complessiva della situazione;

(c) per presentare divulgativamente i risultati, o per presentarli
in modo chiaro in relazioni tecniche;

(d) per un tentativo seppure incerto di soluzione almeno ap-
prossimata quando il calcolo analitico & impossibile o proibitiva-
mente difficile.

Esempio. Con rifermento al punto (d) sopradetto, si consideri
questo sistema di 2 equazioni in 2 incognite di 6° grado, molto
difficile da risolvere analiticamente:

w3+y3 -3y =0
22 +y?=

Dal disegno (sperabilmente, e, in effetti, in questo caso non in-
gannevole) vediamo che ci sono 4 soluzioni, e abbiamo anche loro
approssimazioni, tanto migliori quanto piu grande e preciso ¢ il
disegno.


https://en.wikipedia.org/wiki/Conic_section#/media/File:Conic_Sections.svg
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Figure 12: Intersezioni del folium di Cartesio col circolo unitario di centro
I'origine

La soprastante figura é stata ottenuta con la pitt potente intelligenza
artificiale matematica attualmente online gratuitamente, Wolfra-
mAlpha, (qua utilizzata per ben piccola cosa) con cui il futuro
professionista fara bene a familiarizzare. Si segua questo LINI.

Si noti che WolframAlpha dice che non ci sono soluzioni, ma questo
¢ dovuto al fatto che per fare un disegno chiaro sono state aggiunte
alle 2 equazioni date le 2 equazioni degli assi cartesiani, e togliendo

queste ultime da le 4 soluzioni cercate, approssimate con parecchi
decimali: LINI,

10.10 Altre figure nel piano cartesiano

Con le rette (non verticali) e le coniche, e i grafici di sgn(z) e
|z|, abbiamo visto grafici che ricorrono un’infinita di volte nelle
Scienze Applicate, e ce ne sono infiniti altri, per esempio (quello


https://www.wolframalpha.com/input/?i=x%5E3%2By%5E3-3+x+y+%3D0%2C+x%5E2%2By%5E2%3D1%2Cy%3D0%2Cx%3D0
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x%5E3%2By%5E3-3+x+y+%3D0%2C+x%5E2%2By%5E2%3D1
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della funzione)
y =Vx
e, oltre alle rette verticali, infinite altre curve in rappresentazione
implicita, per esempio il folium di Cartesio
2 +y -3axy=0 a>0
la cui esplicitazione ¢ proibitivamente difficile al livello di questo
testo elementare; ma si verifichi la potenza e 'utilita di Wolfra-

mAlpha scrivendovi
x"3+y"3-3xy=0
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Figure 13: Folium di Cartesio e suo asintoto y = —x -1

(avendo scelto a := 1 per fare un esempio concreto).

10.11 Esempio farmaceutico.

In questo documento’”"*~della Food and Drug Administration (FDA),
ente statunitense internazionalmente considerato autorevolissimo,


http://www.wolframalpha.com/input/?i=cubic+root+of+x
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x%5E3%2By%5E3-3xy%3D0
https://www.fda.gov/downloads/drugs/guidances/ucm073507.pdf
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ci si impegni a capire le ultime 2 righe a pagina 22 e le prime 6
a pagina 23, guardando attentamente le figure, riguardanti la pro-
duzione dei farmaci.

Si apprezzino poi le figure a pagina 24.

10.12 Le famiglie di curve

Un esempio di famiglia (insieme) di curve in rappresentazione im-
plicita ci viene dalla Termodinamica, con la Legge di van der Waals

n2
(p+aﬁ) (V-nb)=nRT

nel piano (V,p), con R, n, a, b costanti, al variare di T

Si consideri come ulteriore esempio di famiglia (insieme) di curve in rappresentazione
implicita il folium di Cartesio

>+ -3axy=0 a>0

la cui esplicitazione é proibitivamente difficile al livello di questo testo elementare;
ma si verifichi la potenza e 'utilita di WolframAlpha scrivendovi
%" 3+y"3-3x y=0

(avendo scelto a := 1 per fare un esempio concreto).


https://www.wolframalpha.com/input/?i=x%5E3%2By%5E3-3xy%3D0

Le Compresse di Matematica 257

11 Piano cartesiano — III parte

[ sistemi linear:i, che andiamo a trattare, ricorrono un’infinita di
volte nelle Scienze Applicate.

11.1 Sistemi lineari di 2 equazioni in 2 incognite

@ Questo argomento non é capitato agli esami‘ma capitera (2025)

Il sistema lineare (ovvero di primo grado) di 2 equazioni in 2 incog-
nite r e y

Esempio

ar+by+c=0 Tx+6y—-12=0
a'x+by+c=0 Sr+9y—-14=0

se (a,b) # (0,0) e (a’,b") # (0,0) rappresenta geometricamente
I'intersezione di 2 rette nel piano cartesiano. Potrebbero non avere
intersezione, se esse sono parallele e distinte, o infinite soluzioni, se
esse sono coincidenti. Questi 2 casi sono caratterizzati dal determi-
nante nullo

det=ab -ba' =0

e si risolveranno con cautela analiticamente e contemporaneamente
facendo un disegno. Non ce ne occuperemo.

Ipotizziamo ora det # 0, che é il caso generale ed €& 1'unico che
ci interessa. Allora abbiamo 2 rette incidenti in 1 punto, le cui co-
ordinate x( e gy costituiscono la soluzione del sistema di equazioni.



258 A. Soranzo

Ognuna delle eventuali equazioni mancanti di' 1 delle 2 variabili si
risolve subito, e il valore di x o y trovato si sostituisce nell’altra
equazione, se in essa c¢’é quella variabile, e cosi quell’equazione di-
venta un’equazione di primo grado inuna sola variabile, e si risolve
subito anch’essa.

Ipotizziamo ora che ci siano sia la = che la y in entrambe le equazioni:
esplicitiamo y dalla prima e sostituiamola nella seconda, che diventa
cosi un’equazione di primo grado nella sola x. Trovata la x, si trova
la y dalla sua espressione precedentemente esplicitata dalla prima
equazione.

11.2 Esempio di sistema: miscela di 2 soluzioni

Immagina di avere due soluzioni con differenti concentrazioni a e
b di un principio attivo, e vuoi ottenere una miscela con una con-
centrazione u desiderata. Devi determinare quali volumi x e y di
ciascuna soluzione usare per ottenere un volume desiderato v che
abbia la concentrazione desiderata u.

Con un procedimento logico non semplicissimo(63) si ottiene questo

63Per fissare le idee, per produrre il sistema consideriamo questo esempio:
Soluzione 1 ha una concentrazione di farmaco a = 10 mg/mL
Soluzione 2 ha una concentrazione di farmaco b = 2 mg/mL
Vuoi ottenere un volume totale
v = 100 mL con una concentrazione desiderata di
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sistema:
rT+y=v
ar+by=uv

11.3 Esempio risolto di sistema

Si risolva

F=C (stesso valore numerico)
F=18C+32 (formula di conversione)

(che determina il valore numerico — numero puro, senza unita di
misura — della temperatura che ha lo stesso valore numerico nelle
scale Celsius e Fahrenheit).

Esplicitiamo F' dalla prima, che in effetti “¢ gia risolta", e sosti-
tuiamo nella seconda ottenendo

C=18C%32 /+¢480)

_0.8C =32 /:08
C'=32:(-0.8)

C'=-40

(40 gradi sotto 0, sia Celsius che Fahrenheit).

u = 5 mg/mL
Incognite:
x: Volume della soluzione 1 (in mL).
y: Volume della soluzione 2 (in mL).
Sistema di equazioni:
Equazione del volume totale:
x+y=100 (Il volume totale deve essere 100 mL).
Equazione della concentrazione:
10x+2y=5x100
(La quantita totale di farmaco deve essere 500 mg, ovvero
5mg/mL x 100mL).
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11.4 Esempio parzialmente risolto di sistema

Abbiamo una provetta contenente 2 liquidi non miscibili di volumi
7 ml e 6 ml con pesi specifici incogniti e peso complessivo 12 g
(si pesa la provetta e sottrae il peso del vetro) e un’altra provetta
contenente gli stessi liquidi di volumi 5 ml e 9 ml rispettivamente
e peso complessivo 14 g.
Per trovare i pesi specifici incogniti x e y risolviamo il sistema
lineare (di 2 equazioni in 2 incognite)
(x g/ml) 7ml+ (y g/ml) 6 ml=12 g
(x g/ml) 5 ml+ (y g/ml) 9 ml=14 g
OVVero
Tr+6y—-12=0
{ S5r+9y—-14=0

che ha
det=7-9-6-5=72-30+0

e si troveranno i pesi specifici (qua dati senza l'unita di misura
g/ml) z =3 ~0.727 e y = 2~ 1.151.

Si tratta delle 2 rette della soprastante figura.

11.5 Sistemi lineari di n equazioni in n incognite

Il metodo visto si estende ai sistemi lineari di 3 equazioni in 3
incognite(®) x, y e z e poi anche di pilt ma puo essere malagevole.

Si esplicita z dalla prima equazione e si sostituisce nella seconda e la terza,
che insieme costituiscono a questo punto un sistema lineare di 2 equazioni in
2 incognite x e y. Tuttavia, i sottocasi particolari, di 0 e infinite soluzioni, in-
iziano a diventare molteplici, e non sempre facilissimi da trattare, e dipendono
da vari determinanti.

Analogo e via via sempre pitt complesso il caso dei sistemi lineari di n equazioni

in n incognite.

64Geometricamente rappresenta Uintersezione di 3 piani nello spazio cartesiano R3.
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11.6 Sistemi di dis/equazioni e sistemi generalizzati

Definizioni.
Un sistema di n equazioni in 1 incognita z, con la parentesi graffa
(grande) che vale et, ¢ il predicato (con opportune funzioni)

fi(x) = g1 ()
ful) = gal2)

e sostituendo gli = con segni di disuguaglianza si ha un sistema di
n disequazioni in 1 incognita.

Naturalmente possono considerarsi sistemi con 2 o pitl incognite
(per esempio il sistema lineare di 2 equazioni in 2 incognite) e an-
che sia con equazioni che disequazioni.

Non esiste un metodo generale per risolverli tutti.

I predicati del tipo f(x) # g(x), che potremmo chiamare “nequazioni”, non li
nomineremo per nome considerandoli implicitamente compresi nelle disequazioni
data 'equivalenza con (f(x) —g(x))? > 0.

Definizione.
Predicati come (18) e (19) che seguono, che sono come quelli qua sopra considerati
ma in pit ammettono anche il vel, si potrebbero chiamare sistemi generalizzati di

equazioni ed eventualmente disequazioni.

11.7 Esempio di sistema non lineare

Esercizio,
La Formula di Keys — fra i numerosi standard — calcola

peso ideale vomini = (statura in metri)* x 22.1 (%)

Per quale statura (realistica) essa da — per gli uomini — lo stesso
peso della Formula di Broca

pesoideale = (statura in centimetri — 100) £ 10%

intesa senza la tolleranza del 10%7?
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Svolgimento
La Formula di Broca intesa senza la tolleranza del 10% ¢ ovvia-
mente

pesoideale = statura in centimetrs — 100

ovvero
pesoideale = (staturain metri—1) x 100 (**)

da mettere a sistema con la (x):

p=22.1h? che ¢ la (x)

p=100(h-1) cheéla (*x)
che ¢ un sistema (non lineare) di 2 equazioni in 2 incognite, e
uguagliando si ha successivamente

22.1h% =100 (h-1)
22.1h%-100(h-1)=0
22.1h%-100h +100=0

50 + v/502 =221 - 100
h1,2 =
22.1
h~3.03- v h=~1.49

e ovviamente la prima soluzione non ha senso dal punto di vista
della realta sensibile (¢ ovvio che tutte queste formule hanno un
certo dominio entro il quale funzionano bene, e poi perdono signi-
ficato nella realta).

~ 149 ecm

(I1 peso ideale corrispondente sarebbe ~ 49 kg).

11.8 Parabole e funzioni e dis/equazioni di secondo grado

Come detto, ogni parabola con asse verticale ha un’equazione

y=az?+br+c

con qualche a,b,ce IR, a # 0.

La parabola ¢ un oggetto geometrico a cui sono associati — in particolare —
2 oggetti algebrici:

I’equazione di secondo grado e
la disequazione di secondo grado,

che andiamo a esaminare.
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11.9 3 metodi per disegnare una parabola

(a) Un disegno approssimativo (del grafico) della parabola (di equazione)
y=ax’+br+c

(essendo a, b, ¢ valori numerici noti) si ottiene per punti, e i 7 punti con queste
coordinate spesso basteranno:

x =-3;y =y(-3) < calcolare con I’equazione soprastante
x=-2y=y(-2)
z=-Ly=y(-1)
x =-0;y = y(-0)

z=1y=y(1)
z=2y=y(2)
x=3;y=y(3)

(Oppure altri punti, se ritenuti pit idonei).

(b) Oppure con i seguenti 7 passaggi, in effetti 8 in casi "sfortunati".

1) Si calcola il valore —%.

)
2) Si segna quel valore sull’asse .
3) Si disegna la retta verticale per il punto or ora segnato: quello é I'asse di
simmetria della parabola.
4) Si calcola l'ordinata del vertice

_ (_i)
Yyv =Yy %

5) Si segna il vertice V' sull’asse di simmetria, con I'ordinata or ora calcolata.
6) Si segna il punto @ = (0, c) che ovviamente appartiene alla parabola.

7) Se V e @ sono 2 punti diversi, con l'aiuto dell’asse di simmetria potete
disegnare approssimativamente la parabola facendola passare per quei 2 punti,
con sorta di "vaschetta" in V.

8) Se invece V = @, tenete anche conto che:

se a > 0 la parabola é rivolta verso I'alto e se a < 0 verso il basso.

(¢) Ovviamente usare WolframAlpha per disegnare le parabole &
pitt semplice, affidabile, e professionale.
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11.10 Equazione di secondo grado

Consideriamo per a # 0 'equazione detta di secondo grado
ax’+br+c=0
e la sua parabola associata, avente asse verticale,
y=ar’+bx+c
per esempio 'equazione e la parabola, associate fra loro,
222 -x+1=0 y=222-x+1

Le equazioni di secondo grado hanno una. grande ricor-
renza nelle Scienze. Per esempio in ‘Chimica, quando
si prepara una soluzione tampone, il pH della soluzione
dipende dalla concentrazione degli acidi e delle basi e
dalla costante di dissociazione acida K, per esempio 1075:
in alcuni casi, per calcolare il pH € necessario risolvere
quest’equazione di secondo-grado

x2+Kaaz—K0C'a:O

essendo C la concentrazione iniziale dell’acido, per esem-
pio 0.1 M. In nota(6®) un esempio della Fisica.

Si definisce il discriminante

A = b - 4ac (14)

Nel piano cartesiano ci sono
6 tipi di parabole con asse verticale,
di generica equazione y = az?+bx +c,
a seconda
di sign(a) (positivo o negativo, 2 casi) e
di sign(A) (positivo o nullo o negativo, 3 casi).

65Una funzione di secondo grado da lo spazio
t2
s(t) =9.81 57 vt
percorso al tempo ¢t da un corpo partito verso il basso con velocita vy, nel campo grav-

itazionale terrestre, da altezza non troppo elevata, supposta la forma tale da rendere in-
significante I'attrito con ’aria.
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-
Sy

Figure 14: Bing Image Creator, rielaborata

La parabola interseca(%) 'asse  in

T19o=—"T— (15)

se A > 0 e altrimenti mai, e sono le soluzioni dell’equazione di
secondo grado associata.

66Vale anche questa formula ridotta

$1,2=i7% %:(é) —-ac

a

SIS

utile se b € intero pari.
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11.11 Fattorizzazione del polinomio di secondo grado

Se x1 e x9, dati dalla soprastante formula risolutiva dell’equazione
di secondo grado, sono

e le radici (eventualmente coincidenti) del polinomio ax? +bx + ¢,
e ovvero le soluzioni dell’equazione ax?> +bx +c=0,

e ovvero se (21,0) e (x2,0) sono le intersezioni della parabola con
I’asse x,

allora vale questa

Formula di fattorizzazione del polinomio di secondo grado con A>0

ar’+br+cza(x—x1)(x—a9) (16)

11.12 Disquazione di secondo grado

Risolviamo per esempio
22 -27+12>0  [:(-2)<0

2 +r-6<0

e adesso che il coefficiente principale (cioé quello di x?) ¢ 1 ap-

plichiamo la (16) con'le soluzioni x1 = 2 e x9 = =3 dell’equazione
associata, trovate conle (14) e (15):
(x-2)(x+3)<0 (17)

Risolviamo, in ogni caso col >, le 2 disequazioni di primo grado
r—=2>0..2>2
r+3>0 ... 2>-3
e allora nella regione intermedia, —3 < x < 2, il prodotto ¢ negativo,
e in conclusione, siccome in questo caso avevamo il < 0 in (17),

-3<xr<?2

Questo procedimento del prodotto dei segni si pud usare anche per pit di 2 termini

moltiplicati, magari con uno schema di prodotto dei segni, che non approfondiamo.

(Altri Autori risolvono la disequazione di secondo grado col disegno della parabola).
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11.13 Valore assoluto, e relative dis/equazioni

I1 valore assoluto in R, gia definito,

r sex>0
\x|:: - se x <0

verifica queste proprieta:

|z| >0
| =] = ||
of? = a?

[2-y| = [zl [y] e similmente (¥ y # 0) z/y| = [2l/ly
F(@)| =0 f(z)=0
(va>0) [f@)|=a<f@)=-avf(z)=a

(Vaz()) 2| >a <= r<-avr>a eanalogacon >

(Va>0) lz|<a < —a<r<a

X2 —a
r<a

Oovvero

e molte altre(67).

67Per il lettore interessato, ecco alcune altre formule sul valore assoluto:
[l = ||
|z| = = - sgn(z)
x = |z| - sgn(z)
|z"] = |z|" VzelR, VneZ
[z%] = |z|* VzelR", VaelR

(Vaz()) |[f(@)|>a< f(z)<-av f(z)>a eanalogacon >

(va>0) If(@)<a = { %;i;“

_ - f(z)>0 f(z)<0
s = {1320 {0 e
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I1 valore assoluto ricorre un’infinita di volte nelle Scienze Appli-
cate. Nel prossimo paragrafo ne vedremo alcune, e per intanto
osserviamo che |t| rappresenta una distanza temporale dall’istante
0, sia dopo che prima di 0.

11.14 Errore assoluto, relativo e percentuale

Nelle successive 3 formule, si noti che bisogna conoscere il valore
esatto di una grandezza considerata.

Si definiscono

errore assoluto [rispetto I'esatto| := |approx — esatto|

. . approx — esatto
errore relativo [rispetto l'esatto] := lapp |

esatto

errore percentuale |rispetto l'esattol :=

errore relativo [rispetto 'esattol: =

errore relativo [rispetto Iesatto] [in forma percentuale| <=

lapprox — esattol

- 100%

esatto

Quest’ultimo errore relativo, e quello della seconda formula, sono
lo stesso numero, ma espresso in 2 modi diversi.

Nelle Scienze Applicate ci vorra grande cautela nell’applicare
queste 3 formule perché i valori misurati vanno intesi in
generale come approssimati.

e 1 3 = possono sostituirsi con tutti e 4 i segni di disuguaglianza.
|z +y| < |z[ + |yl

e 'ultima si chiama disuguaglianza triangolare.
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Esempio 1., All'inizio i 46 cromosomi umani furono erroneamente
conteggiati come 44 con errore (percentuale) dell’ordine del 4%:
errore assoluto [rispettol'esatto] : 2

errore relativo [rispetto l'esatto] : o

errore percentuale [rispettol'esatto] : » 4.3% (diciamo pure 4%).

Esempio 2, L’approssimazione 3.14 del valore di 7 ha errore (per-
centuale) dell’ordine dello 0.5 per mille:

3.14 -
errore percentuale rispetto ’esatto := Q -100% =
s
[3.14 — 3.14159265...|
= -100% =~
3.14159265... :

_]3.14 - 3.14159265|

-100% = 0.051% ~ 0.05
3.14159265 % % %

(Meno dell’l per 1000, anzi circa lo 0.5 per mille).

11.15 La sezione aurea

La sezione aurea ¢ 'unico numero x > 0 che sia medio proporzionale
fra 1 e 1+ x, cioe soluzione di

lix=x:(1+x) (%)

che ora calcoleremo.
Riscriviamo la proporzione (#) in questa forma

L ’ /~a:-(1+:€)

2

v l+a
l+x=2
?-1r-1=0
1+v1+4
12~ —— 57
2
ed escludendo la radice negativa, troviamo la soluzione che denoti-
amo con (
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o =155 51.618

che ¢ la sezione aurea.
Questo numero ¢ tende a ricorrere nelle Scienze Naturali.
E molto collegato alla successione di Fibonacci: si veda 6.12.1.

Curiosita.

Sottraendo 1 alla sezione aurea se ne ottiene il reciproco: ¢ —1 == ~0.618.

1
®
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Complementi

11.16 Complementi — Un sistema non lineare

Esempio oltre il livello che ci prefiggiamo.
Questo sistema di equazioni e disequaziont in 2 incognite

zy=0 <~ rappresenta 2 rette, t =0ey =0
2?2 +y? 22 -2y +1<0 < rappresental cerchio, C(1,1), r=1
equivale a
r=0vy=0
{ (z-1)2+(y-1)%<1 (18)
- z=0 y y=0
(0-1)2+(y-1)%<1 (x-1)2+(0-1)2<1
<~
z=0 y=0
{(y—lfso V{(z—lﬁso (19)

ha soluzione, come anche si vedeva subito graficamente,

(r=0ry=1)v(z=1ny=0)

. . . . . . . L . . . .
-1 1 2 3

Figure 15: Il cerchio (“pieno") e I'unione delle 2 rette del sistema

271
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11.17 ESERCIZI SULLA LEZIONE 11

11.17.1 Esercizio risolto a — Cerotto e pillola

ESERCIZIO * Un cerotto e una pillola costano insieme € 1,10 e la pillola

12023
costa 1 euro in piu del cerotto. Quanto costa il cerotto?

SVOLGIMENTO
Viene usato — gia nel quesito — lo standard della virgola decimale. (Che &
fissato per legge in Italia per gli euro).

Ci sono vari modi di risolvere, e qua risolviamo in questo modo, con ovvio
significato dei simboli:

cerotto + pillola = 1,10
pillola = cerotto + 1

e sostituendo la seconda equazione nella prima, si ha successivamente:
cerotto + (cerotto+1) = 1,10
cerotto + cerotto+1 = 1,10
2-cerotto+1=1,10 /—1
2 - cerotto = 0,10 / 12
cerotto = 0,05

cloé

5 centesimi

€0,05

Nota. Formulato con una palla e una mazza invece che con un cerotto e una
pillola, questo é un problema classico, che si trova in Pensier: lenti e veloci, di
Daniel Kahneman, vincitore del premio Nobel per 'Economia nel 2002 per il
suo lavoro sui pregiudizi cognitivi. (A intuito molti rispondono erroneamente
10 centesimi).

ovvero
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11.17.2 Esercizio risolto b — Risoluzione grafica

ESERCIZIO,,,,, * Risolvere per via grafica il sistema di equazioni

y =]
y=a3+2
(dando la soluzione nella forma z = ..., y = ...).
SVOLGIMENTO
)
4
3
1
-2 71 O 1 2 x

Gia bastano questi pochi (valori delle coordinate di) punti dei 2 grafici

x| |zl
-212
-11]1
0 0
1 1
2 2

r |23 +2

-2 1 -6

-11]1

0 2

1 13

2 10

e disegnando (vedi figura) sullo stesso piano cartesiano grafici (approssimativi),
vediamo subito che ¢’¢ un punto di intersezione (-1, 1), e non esistono altri per
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le proprieta elementari delle funzioni |z| e 23, e allora la soluzione del sistema
di equazioni ¢ data dalle coordinate x e y dell’'unico punto di intersezione dei

grafici:

r=-1,y=1
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12 Matematica col Computer — Lezione A

12.1 Introduzione

E del tutto impossibile prevedere con quali tipi di software ed even-
tualmente linguaggi di programmagzione avra a che fare il Laureato
in una sua futura professione.

In questo testo elementare praticamente in ogni Lezione viene usato
almeno un po’ WolframAlpha, che ¢ semplicemente ottimo, ma ci
limita a programmi di una sola istruzione.

In queste Lezioni A, B e C specificamente dedicate alla Matematica
al Computer, una varieta di software e linguaggi verra considerata.

Nelle scienze applicate il software piti usato per trattare dati ¢ Ex-
cel, che fa parte del pacchetto pitt ampio Microsoft Office, che ha il
suo costo.

Un’alternativa gratuita ‘a' Microsoft Office e LibreOffice che ha al
suo interno il modulo Calc che funziona in modo simile a Excel.

In generale, se si avra un problema da risolvere col computer
— di tipo numerico, come medie o risoluzione di equazioni, oppure
— di visualizzazione grafica di dati

(1) prima opzione dovrebbe essere WolframAlpha.
Se non si potra
— perché una riga non ci basta, oppure
— percheé si vuole una cosa che funzioni offline

(2) seconda opzione dovrebbe essere Excel o LibreOffice.
Se non si potra perché Excel e LibreOffice non risolvono bene il
problema, se non con molto complessi artifici,

(3) terza opzione dovrebbe essere realizzare un programma in un
linguaggio di programmazione come

Java
Pascal
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Fortran

Ormai ottant’anni di storia mostrano che se si vuole fare un software
stabile, che continui a girare per lungo tempo sui nuovi computer
che verranno — salvo motivate scelte aziendali che pure potranno
esistere in casi specifici mentre qua facciamo un discorso generale
— & opportuno stare alla larga da linguaggi ultramoderni di grido,
che magari verranno dimenticati in breve tempo, e per i quali non
verranno piu prodotti compilatori funzionanti sui computer delle
successive generazioni. Lo scrivente ricorda quanto a suo tempo il
Lisp sembrasse il linguaggio del futuro con cuii computer avrebbero
acquisito 'intelligenza artificiale, che infatti poi é stata realizzata,
ma il Lisp chi se lo ricorda?

I1 Java é molto valido ma é adatto per software enormi realizzate da
team di programmatori, e certamente vi si potranno fare software
di un milione di linee. Per un piccolo programmino non ¢ l'ideale
a meno che uno gia non lo usi abitualmente. Studiare il Java per
fare un programmino non ha senso, ¢ il tipico caso dello “sparare
alle mosche con un cannone".

I terzo linguaggio di programmazione contenuto nella soprastante
lista, ¢ il piu stabile nel tempo, quello che pit tende all’eternita,
per cosi dire, avendo avuto il suo primo standard nel 1954, e molti
aggiornamenti successivi compatibili. Possiamo essere certi che in
qualunque azienda lavorerete, potrete usarlo, e salvo catastrofi plan-
etarie continuera a girare nei decenni seguenti, mentre la grande
maggioranza dei programmi informatici scritti in passato nei vari
linguaggi sono ormai di fatto inutilizzabili: sui nuovi computer non
girano i vecchi compilatori e nuovi non ne vengono piu fatti per
linguaggi in disuso. Questo linguaggio ¢ il corrispondente del latino
nella tassonomica: dopo piu di tre secoli i nomi di nuovi animali
e piante vengono ancora assegnati in latino o latinizzati, e non si
¢ affatto passati al francese nel XIX secolo né all'inglese nel XX,
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e possiamo stare certi che non si passera al russo o al marziano
almeno per tutto il XXI, a meno che non vengano marziani prepo-
tentissimi: fu fissato il latino e latino rimane nei secoli.

In questo linguaggio sono state scritte un’infinita di routine che
risolvono i pitt vari problemi matematici, e nessuno osa tradurle
nell’ultimo linguaggio di grido, e nemmeno un byte viene modi-
ficato. Un’infinita di linee di codice a tutt’oggi gira nei software
di climatologia, checché ne dicano i suoi detrattori propagandisti
dell’ultimo linguaggio di grido, che seppelliremo insieme al Lisp.

12.2 Programma informatico sulla parte intera

Abbiamo valori positivi aq,...,a49, per esempio le eta dei partecipanti
a un trial clinico, e vogliamo le loro parti intere by,...,b49, nel senso di
| . |, funzione che in questo linguaggio informatico si chiama INT ()
e com’é ovvio DO...CONTINUE esegue un'’iterazione.

In pit, questo programma visualizza i valori trovati, seguiti cia-
scuno dal valore originale.

Quale di queste ¢ la linea mancante nel programma?

a) A=INT(B(N))
b) AQD=INT(A(N))
¢) BN=INT(B(N))
d) BAD=INT(N(N))
¢) B(N)=INT(A(N))

f) B(N)=INT(N(A))
(Con ovvia simbologia: per esempio a; si chiama A(1)).
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PROGRAM FLOOR
C PONE NEL VETTORE B LE PARTI INTERE DEI VALORI DEL VETTORE A
DIMENSION A(40), B(40)

DO 1, N=1,40
PPPP??P?

WRITE(*,*)B(N),’

1 CONTINUE

DATA A/

51

* ¥ ¥ X X *

21

END

86.
28.
.5723,
55.
70.

1226,
4700,

4153,
3054,

. 7130,

linea mancate da

70.4775
56.7235
66.4351
25.2473
75.5321
29.7820

b

b

3

b

3

b

’,A(N)

77.8931,
47.3091,
74.8770,
37.8699,
99.4785,
42.9840,

72.
42.
69.
81.
41.
69.

3801,
0964,
9438,
9343,
0719,
4161,

75.9830,
34.1011,
65.0818,
69.6649,
39.9702,
49.9248/

A. Soranzo

65.8364,
87.1678,
91.4392,
68.6506,
98.6395,

64.1100,
57.7191,
38.2574,
80.1273,
43.0819,

(E evidente che con 40 valori faremmo prima a mano che scrivendo

il programma, ma con 40mila no).

12.3 Un’equazione di facile espressione

La trentina di soluzioni (approssimate, ovvio) dell’equazione

x?z
— —sin

20

(

1

T +e 45

)

0

0<z<10

possono essere trovate online con WolframAlpha: LINK->


https://www.wolframalpha.com/input?i=NSolve%5Bx%5E2%2F20-Sin%5B1%2F%28x%2BExp%5B-4.5%5D%29%5D%3D%3D0%2C0%3C%3Dx%3C%3D10%5D+
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12.4 Un’equazione di difficile espressione

sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok oK oK oK oK oK oK oK oK ok ok ok ok ok koo o o o o o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok oK oK oK
Ricerca degli zeri di F(X) fra A e B con A e B da inserire.
skesfeofeokok ok sk sk sk sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk stk s e e ke s o o o s sk s s s sk sk sk sk sk sk ok sk koK oK oK

Estremo A dell'intervallo, con A>1 e A<21:
5

Estremo B, con B>A e B<21:

12

ATTENZIONE

Di 2 eventuali zeri piu vicini di 9.99999975E-06
potrebbe venirne trovato solo 1, essendo quasi indistinguibili.

Ecco nell'intervallo di estremi
5.00000000
12.0000000
gli zeri di F(X), salvo l'avvertenza sopradetta:

. 42253017
.57747984
.17480993
.82520008
.21897984
.78102970
.50000000
.50000954
.07131958
.92868996
10.1958504
10.8041697
11.3476791
11.6523304

VWOVOENNC-0c01 O

Questo sopra é 'output del programma che segue, in cui da input
sono stati immessi i valori 5 e 12 per cercare nellintervallo [5,12]
gli zeri della funzione

|z —|z]-0.5/"-02 1<x<21

che dipende da 20 costanti numeriche ¢;...goo scritte in DATA.

(Qualche sospetto destano le soluzioni 8.50000000 e 8.50000954).
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PROGRAM ZERIF

Trova gli zeri di una funzione F(X), purché non piu vicini di D, in un
intervallo di estremi A e B modificabili da input, con A fra 1 e 21 ¢ B fra A
e 21. La F(X) e il parametro D sono modificabili in questo file sorgente.
DIMENSION Q(20)

F(X)=(ABS(X-INT(X)-0.5))**Q(INT(X))-0.2

D=1E-5

WRITE(*,*)

WRITE(*,*

WRITE(*,*)

Pkt ks sk ok sk oK Sk Kk KKk SRR SRR SRR R SR K Sk sk KSRk SRk SRR K SRk K Sk ok ok
WRITE(*,*)

* ’Ricerca degli zeri di F(X) fra A e B con A e Bda inserire.’
WRITE(*,*)

sk ok sk ook ok ok K sk ok o ko sk ok R sk R sk K sk K sk ko kR ok sk K sk K ok K ok k)
WRITE(*,*)

CONTINUE

WRITE(*,*)’ Estremo A dell”intervallo, con A>1 e A<21"’
READ(*,*)A

IF(A.LE.1.OR.A.GE.21)GOTO 1

CONTINUE

WRITE(*,*)’ Estremo B, con B>A e B< 21"’

READ(**)B

IF(B.LE.A.OR.B.GE.21)GOTO 2

WRITE(*,*)

WRITE(* *)’ATTENZIONE’

WRITE(*,*)

WRITE(*,*)

'Di 2 eventuali zeri piu vicini di ’,D

WRITE(*,*)

'potrebbe venirne trovato solo 1, essendo quasi indistinguibili.’
WRITE(*,*)

li zeri di F(X), salvo 1’avvertenza sopradetta:’

o]

X=A

DO 3, N=1, INT((B-A)/D))

Y=F(X)

X=A+N*D

IF(F(X)*Y.LE.0)WRITE(* *)X

CONTINUE

DATA Q / 1.61642, 1.31813, 1.54686, 0.286281, 0.629239, 1.43274,
1.26795, 0.0965641, 1.90009, 1.35224, 0.855288, 1.51489, 1.37894,
1.45307, 1.88376, 1.0769, 0.497219, 0.900547, 0.514088, 1.62761 /
END
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IIT — Funzioni elementari, con equazioni e disequazioni
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13 Funzioni e dis/equazioni ir/razionali

13.1 Polinomi e funzioni razionali intere

Un polinomio € una scrittura come
2% — 4 oppure
227 -3 2% +/322 -2 +2 e in generale
2 n
ay+a1T+asx”+...+a,x

en ¢il grado se a, # 0.
Il polinomio definisce una funzione razionale intera o polinomiale

f(z):=ag+ay +asx®+ ...+ a,x"
Naturalmente f e x solo solo 2 degli infiniti nomi possibili, possono
anche trovarsi anche g, y, temperatura, tempo...
Per esempio
g(t) =tt+t+4
temperatura(tempo) =2 -tempo® + 100
tempo(temperatura).: % -temperatura — 30
che hanno gradi 4, 3 e 1 rispettivamente.

Esistono similmente polinomi in pit variabili, come 2 + 284y? — 1,
del cui grado (che comunque in questo esempio ¢ 10) non ci occu-
peremo.

13.2 Funzioni e dis/equazioni razionali intere

Limitandosi ad 1 variabile, sia essa x, le

equazioni razionalt intere
e le

disequaziont razionali intere
sono predicati con uguaglianza o disuguaglianza fra polinomi, che
dopo opportune riduzioni che popolarmente si dicono “portare le x
a sinistra", assumono una di queste forme, essendo P(x) un poli-
nomio:
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e disequazioni:

o P(x) >0

o P(z) <0 idem

o P(x) >0 idem

o P(x) <0 idem

— e ci limiteremo solo a disequazioni di
o I grado, gia trattate, e

o II grado, gia trattate.

® equazione:
o P(z)=0
— e ci limiteremo a:
o equazioni di I grado, gia trattate, ed

o equazioni di IT grado, gia trattate, e
o z™(polinomio di I o I grado)= 0 unico caso nuovo (*)

e quest’ultimo, molto semplicemente, si risolve aggiungendo lo 0 alle
radici del polinomio nella parentesi. Faremo un esempio pratico,
poco sotto.

Naturalmente si potrebbero considerare casi pitt complessi: si vedano
i Complementi a questa Lezione.

Per la generica equazione di III e IV grado esistono complicate
formule, trovate da matematici italiani nel XVI secolo, che non
tratteremo. Ci accontentiamo di z™(polinomio di I o 1T grado)= 0,
come sopra detto, che puo avere anche grado maggiore di 4, ma ¢
molto particolare.

Esempio, La Formula di Livi per il peso ideale ¢

pesoideale = (2.37 x altezza in metri)3

La Formula di Keys per il peso ideale per le donne ¢ pesoidealedonne =
(altezza in metri)? x 20.6

Per quali altezze (realistiche) danno lo stesso peso, e quale?

Detta h l'altezza in metri — unita di misura che metteremo nella
soluzione ma ometteremo nei calcoli — abbiamo I’equazione di 3*
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grado
(2.37h) =20.6 h?

e successivamente
2.37% - h* - 20.6h* =0
che ¢ equazione cubica, ovvero razionale intera di terzo grado, ma
del tipo (*)
h*-(2.37%-h-20.6) =0

h =0 (nonrealistica) 13.312053 h = 20.6

e allora
20.6

~ 13.312053

2.6 2
p= (13.312053) 206

h~1.55m
p~49.3 kg

13.3 Funzioni e dis/equazioni razionali fratte

Ovviamente |’ equazione razionale fratta

polz:nomz:o - N(:C) _
polinomio — D (gj)

0

ha la stessa soluzione dell’equazione razionale intera
N(x)=0
tolte le eventuali radici del denominatore.

La disequazione razionale fratta

polinomio — N(l’)

polinomio — D (.’L‘) >0

ha la stessa soluzione di N(z) > 0 se sappiamo che il denominatore
¢ positivo per ogni x, per esempio se il denominatore ¢ x2 + 1.

Se invece non sappiamo se il denominatore € sempre positivo, si ha
un caso piu complicato, di cui non ci occuperemo (e sicuramente
rarissimo in Farmacia).
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13.4 Una funzione razionale fratta della Farmacia

Mostriamo una funzione razionale fratta di qualche interesse far-
maceutico, almeno teorico, in quanto si ¢ mostrato in un articolo
scientifico (su un campione di 363 bambini) che, almeno per I'eta
pediatrica, approssima abbastanza bene i risultati della ben piu
nota formula di Mosteller per 'area della superficie corporea (dato
di interesse per esempio nel dosaggio dei chemioterapici), che é pit
complessa da calcolare coinvolgendo sia peso che altezza (invece che
solo peso) e una radice quadrata (invece che solo “le 4 operazioni"):

dw+T7
90 + w

AreaSuper ficieCorporea = BSA =

essendo w il peso in chilogrammi: https://pubmed.ncbi.nlm.
nih.gov/19430073/: “It can safely replace Mosteller formula and
dispense the need for time-consuming calculations."

13.5 Le funzioni radice quadrata e cubica

Abbiamo visto nel ripasso di algebra cosa sono la radice quadrata
di un numero x > 0 e la radice cubica di un numero z qualunque.

Al variare di z si ottengono le funzioni radice quadrata e radice
cubica. Sono entrambe crescenti. Per x > 0 queste 2 funzioni hanno
grafici qualitativamente simili che si intersecano in (0,0) e (1,1)
ma per z sufficientemente grande (68) la radice cubica cresce piu
lentamente della radice quadrata. (Valgono entrambe +oo in +oo
nel senso del limite che vedremo, ma la radice cubica ci arriva, per
cosi dire, pit lentamente).

La radice cubica ¢ dispari e allora ha grafico simmetrico rispetto all’origine.

68In effetti gia per = > 0.087791...


https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/19430073/
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/19430073/
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13.6 Funzioni e dis/equazioni irrazionali

e Le radici di indice dispari (cubiche, quinte...) sono crescenti su R
e allora I'equazione o disequazione

dispari\/m qualunque segno di dis/uguaglianza g(x)

si puo affrontare semplicemente elevando ambo i membri all’indice
(dispari) della radice (che cosi scompare). Allora si hanno queste
5 semplici equivalenze, che si ricavano subito appunto elevando
a potenza conservando l'uguaglianza o l'ordinamento, e allora in
definitiva non c¢’¢ niente da veramente “imparare a memoria":

V@) = g(z) e f(z) = ¢*(x)
> >
> > in tutte
< < I’ordinamento
< < sl conserva

e il 3 della radice puo sostituirsi con ogni indice dispari.

e Il caso delle radici di indice pari (radici quadrate, quarte...) &
meno semplice perché sono definite solo sui numeri non negativi.

Vale questa formula di riduzione

Vi@)=a20 < f(z)=d

e altre che si trovano nei Complementi di questa Lezione.

13.7 Una funzione algebrica con grafico sigmoide

Definiamo funzione sigmoide o sigmoidea, in via semplificata, una
funzione crescente, prima con la concavita verso l'alto e poi verso
il basso. Non ¢ assolutamente una definizione standard.

Il suo grafico lo chiameremo curva sigmoide o sigmoidea.

Le funzioni sigmoidi sono semplici modelli per innumerevoli fenomeni
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delle Scienze Applicate, e in particolare per il numero cumulativo
di morti, o di casi, eventualmente per milione, di un’ondata epi-
demica, nel mondo o in uno stato o regione.

Cumulative deaths attributed to Covid-19 in United States, United Kingdom, Belgium, Peru, Spain and Italy

Cumulative deaths (per million), by number of days since 3 total deaths (per million) first recorded

Belgium

800

700

® United Kingdom
///,_/—/—"/’_-’P’erd
600 pai

Spain
= Italy
- Sweden
Chile
500 il
Brazil @ United States
Niexio France
400
300
200
100 /
3 -
20 40 60 80 100 120 140

Number of days since 3 total deaths (per million) first recorded

from the Eu

Source: Financial Times analysis of data fr revention and Control, the Covid Tracking Project, the UK Dept of Health & Social Care and the Spanish Ministry of Health.
Data updated August 13 2020 10.48am BST. Interat

Figure 16: Numero cumulativo di decessi per milione di abitante della pan-
demia del 2020 verso la meta di agosto 2020, in alcuni stati. (Lo 0 temporale
& diverso stato per stato, cioe, per esempio, il giorno 100 dell’epidemia non
avviene lo stesso giorno nei vari stati, perché dipende da quando I’epidemia ¢
iniziata in ogni singolo stato).

Adesso vediamo una funzione sigmoide definita solo con le 4 ope-
razioni e la radice quadrata,

)= 7a

che cresce da —1 a 1, e quest’altra sua correlata

1 1 x

+_
2 2vx2+1

X
2

g(x) =

che cresce da 0 a 1. Essa potrebbe per esempio rappresentare, al
variare del tempo x con una qualche unita di misura temporale,
il numero cumulativo di morti di covid per mille abitanti, in una
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regione geografica, in una singola ondata pandemica. (Con ondate
successive, la curva si complica).

(I1 Belgio nell’agosto 2020 aveva circa 0.9 morti per mille abitanti,
in crescita, ormai lieve, come si vede nella figura).

La ricerca scientifica ha comunque trovato molto migliori funzioni,
e pitt complesse, per modellizzare le epidemie.
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Complementi

13.8 Complementi — Un esempio non banale
20t (-2? - 20+ 8)(2-2)(1-2+2?)=0 o, disequazione, >0,

oppure altra disequazione con > oppure < oppure <.

Per risolvere fattorizziamo il polinomio in fattori di primo grado e/o
di secondo grado rriducibili ovvero con discriminante negativo. E
poi si risolve con uno schema di prodotto dei segni.

Ecco qualche dettaglio per il lettore interessato. Il monomio 2 x* si
fattorizza in 2x - x - x - x ma in effetti i fattori che sono monomi "
conviene lasciarli stare come sono. Il polinomio di secondo grado
—x% — 22 + 8, con discriminante positivo, abbiamo visto che ¢ -1 -
(x —2)(x+4). Il fattore di primo grado 2 — x ¢ gia a posto. E
1—x + 22 ¢ irriducibile avendo discriminante negativo, e allora non
ha zeri. Si ha allora la fattorizzazione

224 (-1)(z =2)(w+4)(2-2)(1 -z + 2?) .
L’equazione con = 0 equivale, considerato che z* =0 < z =0,
r=0v 2z-2=0vVv 2+4=0vVv 2-2=0

che da = € {-4,0,2}. La disequazione si fa con lo schema di
prodotto dei segni visto in precedenza trovandosi (per < 0) la soluzione
r<-4vax=0vx=2 Per >0 sitroverebbe -4 <x <0v0<x<
2vax>2.

13.9 Complementi — Un esempio difficile
L’equazione e le 4 disequazioni
227 - 228 - 222" +5625-562°+322* =0,>0,20,<0,<0

si risolvono come in 13.8 una volta che si riconoscesse che questo
é proprio il polinomio di prima, ma ora & molto lontano dalla fat-
torizzazione. Il problema di fattorizzare un polinomio puod essere
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facile, come ¢ in questo caso, o difficile, o impossibile.
Prima di tutto raccogliamo il fattore x*, subito visto:

vt (22° - 22" - 222% + 56 2% - 56z + 32)

e ci resta da fattorizzare il polinomio P;(z) di 5" grado. In questo
caso si puo fare abbastanza facilmente ma in questa trattazione ci
limiteremo solo ai casi in cui, arrivati a questo punto, si abbia un
polinomio di grado al piu 2 (invece qua é 5) e allora si procede come
prima.

Per il lettore interessato: prima si raccoglie 2

2(2° - 22 —112° + 28 2% - 281 + 16)

in modo da avere un polinomio monzico, cioé con coefficiente princi-
pale 1, poi si procede con la Regola di-Ruffini, se si puo. Cercheremo
qua solo fattori x—m con m un divisore intero del termine costante:
+1, +2, +4, +£8, +16. Allora basta cercare un numero m fra quelli,
il quale annulli il polinomio. 'E P5(2) = 0 e allora dividiamo per
x — 2 con la Regola di Ruffini:

i coefficienti - | +1 -1 -11 +28 -28|+16
la radice - +2 | | +2 +2 -18 +20 | -16
+1 +1 -9 +10 -8 |0 <« sempre cosi

che da i coefficienti del quoziente, e allora la fattorizzazione
(z - 2)(z* + 2% - 922 + 10z - 8)
e riprendendo il monomio z* e il fattore 2
224 (x - 2)(z* + 2% - 922 + 102 - 8) .

Si continua cercando un fattore x — m’ con m' fra i divisori interi
di -8, e si trova che 2 annulla il polinomio di quarto grado Py(x),
e allora lo si divide per x — 2 con la Regola di Ruffini trovando

22 (z - 2)(z - 2)(2® + 322 - 32+ 4)
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poi cercando fra i divisori interi di 4 si trova I'annullamento di Ps(x)
in —4 da cui con la Regola di Ruffini applicata a Ps(x)

221z -2)(z-2)(x+4) (2> -2 +1)

che & come prima (un fattore & opposto ma congloba il (-1)).

13.10 Complementi — Dis/equazioni con radice quadrata

Per le equazioni valgono queste formule di riduzione

VI(@)=a20< f(z)=d

9(z) 20
V() =g(z) <
f(@) = g*(z)

Per le disequazioni valgono queste formule di riduzione
Vf(x)>a< f(z)>a*sea>0,similmente > (20)
V(x)<ae0<f(x)<a®sea>0,similmente (21)

e altre formule su cui non insisteremo. Per il lettore interessato
ecco altre formule limitatamente alla radice quadrata.

IN

Prima di tutto il caso che diremo “radice minore"

f(x) 20
V@) <g(x) < § g(x)>0
f(z) < g*(z)
Poi il caso “radice minore o uguale", similissimo a quello “radice
minore":
f(x)>0
V() <g(z) <y g(x)20
f(z) < g*(z)

e poi 2 casi (similissimi) “radice maggiore" e “radice maggiore
o uguale":

_ f[e@z0 [ gl)<o0
VI(@)>g(x) { f(2) > ¢2(x) { f(z)20
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g(x) 20 g(x) <0
Vi@ zg(z) = { @) @) { F(x) >0
Esercizio 1, Va2 -92>x - 1.
Esercizio 2, x > + Va2 - 10.

Esempio, Useremo la Formula di Mosteller per I’area della super-
ficie corporea, in questa versione:

\/altezzam X PeSOyg

6

Considerato un soggetto per un certo tempo, in cui possiamo ritenere
costante la sua altezza, sia essa h, puo ben variare il suo peso, sia
€sso .

Per quel soggetto abbiamo allora una funzione

area(x) = %\/h-x

essendo h l'altezza (in metri, costante),

area ®

x il peso (in chilogrammi),

area(x) l'area della superficie corporea (in metri quadrati).
Per quali pesi la superficie corporea sarebbe minore di 2 metri
quadrati in questo modello?

Abbiamo la disequazione
1
5 Vh-z<2 / -6 >0 (conserva 'ordinamento)
Vh-x<12

che risolviamo come in (21)

h-x>0 / :h >0 (conserva l'ordinamento)

h-x <122 / :h >0 (conserva l'ordinamento)

x>0  (ovvio, é un’altezza)

<~
r <
(0<)r<

Per esempio con un’altezza di 1.71 m, x < 84.2. (sotto gli 84 kg, circa).
Per esempio con un’altezza di 1.82 m, x < 79.1. (sotto i 79 ke, circa).
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ESERCIZIO ,,,,
Si risolva la seguente disequazione:

r>e+Var2-8

SVOLGIMENTO
Essendoci una radice quadrata, cercheremo di ricondurci al caso “radice mag-
giore" oppure al caso “radice minore", e in effetti in questo caso

r>e+Vr?-8 /+(—e)

r—e>Vr2-8
Vr?2-8<zx—-e

proprio al caso ‘“radice minore", e allora la disequazione equivale al sistema
22-820

r—e>0
r2-8< (r-¢e)?

oVVero

T <— 8va:2\/§

T >e

1?2 -8<x?2-2ex +e?
oVVero

T<-22vr>2/2~282
x >ew 2.718 che sappiamo a memoria

2ex<e’+8 <« x< %@8 ~ 2.831 con la calcolatrice dal soprastante

e mettendo in ordine crescente i capisaldi (ovvero valori delimitanti) trovati

.............. S FOUOTORROU IOUOTUROTRPURINN FRTPPTPRP schema d’intersezione

otteniamo il soprastante schema d’intersezione che ci da la soluzione

2
2V2<w < S
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14 Esponenziali e logaritmi — I parte

14.1 Vecchie funzioni potenza e nuove esponenziali

Gia sappiamo il significato della

potenza 23 e in generale b®

di base b > 0 ed esponente a € R

(Se a > 0 allora esiste anche per b =0 e vale 0).

Notoriamente, se “liberiamo" la base abbiamo le funzioni potenza

1
" per esempio 22, 25, 21V 22

Ma se “liberiamo" ’esponente abbiamo le funzioni esponenziali

xr
bt per-esempio 27, 3, 107, 5

di base 2, di base 3, eccetera;

e questa funzione é caratterizzata da

e~nnnnnnnne “al crescere di 1 della x la b® si moltiplica per b”
ennnnnnnnne “al diminuire di 1 della x la b* si divide per b”

per esempio al crescere di 1 della z la 2% raddoppia, e la 10 decuplica.

Le funzioni esponenziali modellizzano un’infinita di processi delle
Scienze Applicate, con crescenza sempre pill rapida se la base é
b> 1, e decrescenza verso 0 se 0 < b < 1.

Si vedano online su WolframAlpha i grafici per 2 > 0 delle funzioni
esponenziali di basi %, %, 2, 3, che passano tutti per (0,1) (illus-
trando la ¢® = 1), e le funzioni potenza con esponenti quegli stessi
numeri, che passano tutti per (1,1) (illustrando la 1¢=1).


https://www.wolframalpha.com/input?i=Plot+%281%2F3%29%5Ex%2C%281%2F2%29%5Ex%2C2%5Ex%2C3%5Ex%2Cx%5E%281%2F3%29%2Cx%5E%281%2F2%29%2Cx%5E2%2Cx%5E3+from+0+to+2
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14.2 La sostanziale unicita degli esponenziali

In buona sostanza, esiste “solo una" funzione esponenziale, e tutte le altre
si ottengono riscalando l’argomento. Per esempio la funzione 3!, essendo ¢
un tempo corrispondente ai mesi (senza unita di misura: numero puro), da
esattamente gli stessi valori della funzione 9 con t misurato in bimestri (senza
unita di misura: numero puro): la prima al mese 4 vale 81 come la seconda al

bimestre 2, che é lo stesso tempo nella realta sensibile.

14.3 Le 4 basi di maggior interesse

Le basi piu significative sono queste 4, e vediamo alcuni esempi:

e2: la 2" da il num. di sottoinsiemi di un insieme di n elementi;

n

op: la 3_ approssima per intero n>> 0 la successione di Fibonacci,

5
1+\/5
2

e ¢ ¢ la sezione aurea, ¢ := ~ 1.618; (22)

¢10: per la notazione scientifica dei numeri, z-10", con n intero;

ec: ¢? ¢ la funzione esponenziale (senza dire “di base e") ed

e ¢ il numero di Nepero(69) o Eulero, in inglese Fuler’s

69Mnemonici per le cifre di e.
Associando ordinatamente ad ogni parola di certe frasi il loro numero di lettere, si
ottengono le prime cifre di e. Dello scrivente, in inglese, per esempio:
Of
Eulerus
e
constant.
Dello scrivente, in italiano:

“La loquela & vincente «<2,71,8
ma talvolta & migliore il silenzio, «2,8,1,8,2,8
come disse Aristocle.” < 4,59

i numeri delle lunghezze delle parole, si ottengono le prime cifre significative di e:
2,7,1,8,2,8,1,8,2,8,4,5,9.


https://it.wikipedia.org/wiki/E_(costante_matematica)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
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number, la “somma infinita" (serie) dei reciproci dei fat-

toriali dei numeri naturali.
1 1 1 1 1

ei= — 4 —+ —+ —+ — + ...
USRI TR
(23)
Altre notazioni:
a:‘ . .
e’ si denota expx o meglio exp(x).

Raramente, e in questo testo quasi mai, si scrive anche

exp, a per intendere b*, per esempio €xp,3 =8

14.4 L’esponenziale in Farmacia

L’esponenziale ha una ricorrenza enorme nelle Scienze Applicate.

Ecco un’equazione classica della Farmacia, e precisamente della Farmacocinetica,
che coinvolge I’esponenziale:

L’esponenziale modellizza bene sia la fase iniziale di un’epidemia,
che la fase iniziale dell’espansione di una popolazione microbica in
coltura. La successione di Fibonacci, che sostanzialmente ¢ ben
approssimata da % " che ¢ una funzione esponenziale, ¢ un buon

modello:
1,1,2, 3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89...

Un buon modello dello sviluppo successivo ¢ la logistica, definita pur
essa con l'esponenziale, che viene illustrata nel paragrafo seguente.

Fra le molte molte frasi analoghe, una famosa con le stesse cifre é

“Ai modesti o vanitosi
ai violenti o timorosi
do, cantando gaio ritmo,
logaritmo. "

708i veda https://en.wikipedia.org/wiki/Clearance_(pharmacology). Il simbolo m
indica la derivata di m rispetto al tempo, si veda la Lezione 26.


https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/E_(mathematical_constant)
https://en.wikipedia.org/wiki/Clearance_(pharmacology)
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14.5 Una sigmoide basata sull’esponenziale

Una questione interessante & quella della logistica standard

F(t) = —

1+et
un’altra funzione sigmoide ovvero con grafico una curva sigmoide.

E correlata allo sviluppo di una popolazione (animale, microbica...)
quando si consideri che, ad un certo punto — e a differenza di quel
che si considera nel modello ultra-semplificato della successione di
Fibonacci — i vari organismi iniziano ad ostacolarsi a vicenda.

Si calcolino i suoi valori in -2, -1, —%, 0, %, 1, 2, e si disegni un
grafico approssimativo.

Si veda il grafico su Wikipedia.

Ricordiamo che questo le curve sigmoidee hanno un’ampia ricor-
renza nelle Scienze Applicate e in Calcolo delle Probabilita.
Per evidenze in Epidemiologia si cerchino in rete immagini con le

parole chiave: "first wave™"cumulative'.

14.6 Logaritmi

La funzione inversa dell’esponenziale in
base b si chiama logaritmo in base b e la
vedremo bene nella prossima lezione.

log;, 1000 = 3 perché 10° = 1000

Per intanto si noti che tutti gli esponenziali in 0 valgono 1, e allora
tutti i logaritmi in 1 valgono 0.

Si disegnino i grafici degli esponenziali e simmetricamente — rispetto
alla bisettrice del I e III quadrante — dei logaritmi, fissando le basi
2 e poi 10.

Si verifichi poi online su WolframAlpha.


https://it.wikipedia.org/wiki/Funzione_sigmoidea#/media/File:Logistic-curve.png
https://www.google.com/search?q=%22first+wave%22+%22cumulative%22&tbm=isch&ved=2ahUKEwimkujxyu_6AhUKIMUKHbslAP0Q2-cCegQIABAA&oq=%22first+wave%22+%22cumulative%22&gs_lcp=CgNpbWcQA1CaB1jBEGCGFmgAcAB4AIABaYgB_wSSAQM4LjGYAQCgAQGqAQtnd3Mtd2l6LWltZ8ABAQ&sclient=img&ei=P6dRY-b2A4rAlAa7y4DoDw&bih=749&biw=1542&rlz=1C5CHFA_enIT977IT977
https://www.wolframalpha.com/input?i=plot+x%2C2%5Ex%2C+10%5Ex%2C+Log%5B2%2Cx%5D%2C+Log%5B10%2Cx%5D%2C+0%3Cx%3C10%2C+-2%3Cy%3C4
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Sul grafico di WolframAlpha non si vede la simmetria rispetto alla bisettrice
del I e IIT quadrante perché la scale sugli assi x e y sono diverse.

La funzione logaritmo in base 10 é caratterizzata da
ennnnnnnnne “ql decuplicare della x il log,,x cresce di 1"
e similmente

o~nnnnnnne al raddoppiare della z il log, x cresce di 1

al dimezzare della x il log, z decresce di 1.

Cresce pianissimo! (“Striscia come un logaritmo”).

logm 1=0 logm 10=1 loglo 100 =2 10g10 1000 =3

In pratica il logaritmo decimale di 1,10, 100, 1000, 10000... ¢ il
numero di zeri; rimaniamo per ora un po’ incerti su quanto valgano
il logaritmo decimale degli altri numeri, e gli altri logaritmi.

| —
\/

Striscia come un logaritmo

I1 lentissimo crescere del logaritmo ha profonde implicazioni in Anal-
isi Matematica, Teoria dei Numeri, Complessita Computazionale,
Fisica, Chimica...
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14.7 1 diagrammi logaritmici

La lentissima crescenza del logaritmo-in base 10 permette la costru-
zione dei diagrammi in scala logaritmica: invece di rappresentare
nel piano cartesiano i punti, poniamo,

(1,1), (10,10), (100000, 100000),
cio che molto verosimilmente produrrebbe I'indistinguibilita pratica
dei primi 2 punti, usiamo i logaritmi di quei numeri, cioé in pratica,
in questo caso, il numero di zeri: prima (0,0), poi (1, 1), poi (5,5):
e vengono punti ben distinguibili all’occhio. Naturalmente bisogna
avvertire il lettore della scala logaritmica usata.

La rappresentazione in scala logaritmica puo essere applicata a 1 o
2 degli assi del piano cartesiano (ci sono 3 casi denominati lin-log,
log-lin e log-log). Per esempio in questo diagramma (semplificato)
delle fasi dell’acqua, la scala logaritmica ¢ applicata ai valori della
pressione sull’asse delle ordinate.
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Tmmrralare
CE  NGE  IEE IEE ICEE NEE KfE  IWE dDE JNfE W WEE  EfE  GEE TEME  TifE
1% 1CHm
ECOR .
lar ‘_._._._._._._.—l—'_'_._"—'_'_' .
v 1 Crlam
ECHR .
n
Solid 3
E 1EH -
E 1 .
ECiFa .
Fiezng point ot 1 atm Boiling point at 1 atm
TELLS W, LOLTE ke TPLS W, LOLTES ks
1E P a
1ilr -
a5 tlw Pﬂ“
TP i, Eﬂ #a
1EC] GEE .
= i
1M -

Figure 17: Diagramma di fase dell’acqua, semplificato. By Cmglee, in Wikimedia.

Si vedano ancora per esempio le (veramente appropriate per ’argomento
che trattiamo) figure la (lLinear-log plot) e 1b (log-log plot) in un
articolo sui farmaci anti-HIV.

Grafici epidemici in scala logaritmica. Nella figura sottostante
sono considerati tutti gli stati confinanti con I'ltalia settentrionale
(Francia, Svizzera, Austria, Slovenia) e in pit quelli di una vastis-
sima area, dal Friuli Venezia Giulia fino ai confini di Russia e
Bielorussia.


https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC2743464/figure/F1/
https://en.wikipedia.org/wiki/Semi-log_plot#Linear-log_plot
https://en.wikipedia.org/wiki/Log%E2%80%93log_plot
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/18552857/
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. . \ - 1 .
Daily new confirmed COVID-19 deaths per million people
7-day rolling average. Due to limited testing and challenges in the attribution of the cause of death, confirmed deaths can be lower than the true number of deaths.
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Source: Johns Hopkins University CSSE COVID-19 Data ccBY

Figure 18: Decessi covid-19 giornalieri, media mobile a 7 giorni

In un normale diagramma cartesiano sarebbero praticamente indis-
tinguibili i grafici di Italia, Francia e Svizzera, ben distinti nel log
plot.

Questi 3 stati hanno mortalita covid giornaliera, all’inizio di novembre 2021,
sotto 1’1 per milione, gli altri stati considerati sopra 1 e alcuni di molto.
Come si verifica facilmente, i primi 3 stati considerati hanno avuto una dram-
matica prima ondata della pandemia nella primavera del 2020, mentre nessuno

degli altri I’ha avuta, iniziando ad avere grandi numeri solo dopo l'estate 2020.

14.8 Logaritmi in Farmacia e nelle Scienze Applicate

I logaritmi hanno una ricorrenza enorme nelle Scienze Applicate.

Ecco b ricorrenze dei logaritmi nella Farmacia, che vedremo:
1) i diagrammi in scala logaritmica, sopra accennati;
2) il pH della Chimica;
3) il decibel usato nella misurazione dell’udito;
4) la clearance dei farmaci;
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5) La Curva di Preston, del prossimo paragrafo

14.9 La curva di Preston

L’aspettativa di vita alla nascita ¢ uno dei principali indicatori di
sviluppo di uno stato (correlato anche a Medicina e Farmacia) in-
sieme alla mortalita infantile (a un anno, e in subordine a 5 anni)
e al reddito pro-capite.

Il primo e I'ultimo di questi indicatori, y e x, appaiono da molto
tempo correlati a livello mondiale da questo modello empirico:

y = 6.6354 loge x + 10.754 + error

con error positivo o negativo ma di solito non grande, il cui grafico
— tolto 'error — si chiama curva di-Preston. Ecco la curva e lo
scatterplot.

Preston curve [2005)

=

Life Expectancy = 6 B354'Ln{GOP per capita) + 10,7548

Lifo axpactancy
&
*

z

10000 20000 30000 40000 50000 GO0 To00
GOF per caplta (constam international 2005 4

Figure 19: Curva di Preston. Da Wikimedia Commons.
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Nota. Sebbene il diagramma illustri una correlazione e non di-
mostri — in senso stretto — una causalita, induce a riflettere: di
quanto si pud impoverire una comunita con lockdown e limitazioni
ad attivita commerciali, per prevenire una malattia che causa morte,
senza causare un numero maggiore di morti per impoveriimento?
Icasticamente e semplificatamente — senza nessuna pretesa di esat-
tezza numerica — possiamo dire:

“LA FAMIGLIA BENESTANTE IMPOVERITA RINUNCIA A
META DELLE AUTOMOBILI, LA FAMIGLIA POVERA IMPOV-
ERITA A META DEL CIBO, CHE A QUEL PUNTO POTREBBE
NON BASTARE PER SOPRAVVIVERE."

Di fatto,dall’inizio del covid sono emersi aumenti di mortalita enormi,
in vari Stati, solo in minor parte imputabili direttamente al covid.
Bisognera studiare attentamente le cause a cui sono dovuti: impov-
erimento, mancata cura di altre malattie, riduzione del movimento
fisico... Ci sono varie ipotesi, e ognuna avra il suo peso, positivo o
negativo, da determinare scientificamente.

Limitandoci qua fortemente, anche per non farci il sangue troppo,
troppo amaro, sulla gestione della pandemia del covid citiamo(7})
comunque un editoriale del 2020 del British Medical Journal, una
delle pitt importanti riviste mediche del mondo:

“Science is being suppressed for political and financial
gain. Covid-19 has unleashed state corruption on a grand
scale, and it is harmful to public health. (...) When good
science is suppressed, people die."

Naturalmente all'impoverimento di miliardi di persone ha corrisposto
I’arricchimento di alcuni.

Dal punto di vista della Statistica, la pandemia — ovvero chi aveva il potere di
indirizzo sulle comunita umane, non il virus in persona — ha spostato smisurate
quantita di ricchezza da molti a certi pochi, in tempi prima inconcepibilmente

"1Covid-19: politicisation, “corruption,” and suppression of science BMJ 2020; 371 doi:
https://doi.org/10.1136/bmj.m4425 (Published 13 November 2020) Cite this as: BMJ
2020;371:m4425


https://www.bmj.com/content/371/bmj.m4425
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rapidi.
Trascriviamo da Oxfam in
https://www.oxfamitalia.org/la-disuguaglianza-non-conosce-crisi/

Nel biennio pandemico ‘20-‘21 1’'1% pin ricco ha visto crescere il
valore dei propri patrimoni di 26.000 miliardi di dollari, in ter-
mini reali, accaparrandosi il 63% dell’incremento complessivo della
ricchezza netta globale (42.000 miliardi di dollari), quasi il doppio
della quota (37%) andata al 99% piu povero della popolazione mon-

diale.
(...) Per la prima volta in 25 anni aumentano inoltre simultanea-

mente estrema ricchezza ed estrema poverta.

Mnemonico per il nome Preston

FATE PRESTOOOOOQO....


https://www.oxfamitalia.org/la-disuguaglianza-non-conosce-crisi/
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ESERCIZIO, ~ Risolvere I'equazione e 2 =1.

SVOLGIMENTO
Verra usato lo standard del punto decimale. (Ma si potrebbe usare lo standard
della virgola decimale).

Dividiamo ambo i membri per uno stesso numero diverso da 0 (essendo il
valore di un esponenziale)

=
che ¢ gia la soluzione esatta (seppure non bene espressa) e poi per le proprieta
delle potenze

xr=¢

e gia abbiamo la soluzione esatta ed espressa bene, che ora approssimeremo;
per le proprieta delle potenze
1
= (63)2 =

per le proprieta delle potenze e delle radici

“Ved=\fee-ewn

ricordando il valore approssimato di e, e poi con la calcolatrice

~V2.718-2.718 - 2.718 ~ v/20.079 ~

~ 4.481

ma senza voler azzardare tanti decimali (comunque giusti, come si puo verifi-
care con una buona calcolatrice o col computer) diciamo con maggior sicurezza,
e comunque buona accuratezza,

4.48

Esercizio,gispensa (R) # Quanto vale, con 2 decimali dopo la virgola, la media
geometrica di pi greco e il numero di Nepero ovvero Eulero?

2,92
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(B la radice quadrata del prodotto di 3,14 e 2,718. Con queste approssimazioni
le calcolatrici danno 2,9213... che magari ci verrebbe la tentazione di approssi-
mare con 2,921 ma molto opportunamente il testo del quesito ci previene dal
farlo chiedendo 2 decimali dopo la virgola: infatti la terza cifra decimale dopo
la virgola in 2,921 non é corretta relativamente al quesito posto (formulato per
7 ed e, non per loro valori approssimati). La cifra decimale corretta, terza
dopo la virgola, sarebbe il 2 di 2,9222... — ma appunto non ci riguarda — e
questo succede perche le classiche approssimazioni che si ritengono usualmente
a memoria, 3,14 e 2,718, non sono i valori esatti di 7 ed e).
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15 Esponenziali e logaritmi — II parte

15.1 Definizione del logaritmo

Nella formula seguente
— il 2023 puo essere sostituito con qualunque numero positivo;

— 1l 7 puo essere sostituito con qualunque numero positivo # 1;

la formula resta vera: e meta della teoria del logaritmo ¢ spiegata.

2023 = 710872023 _ 73,911 967...

Se interessa anche il valore numerico del logaritmo del nuovo numero nella nuova base,
il 3,911 967... andra sostituito col nuovo valore numerico logy a che si puo trovare per

esempio col computer.

Una terzina di ottonari:

Logaritmo ad esponente,
Se si mette, la sua base
Lut st mangia, evanescente.

Il logaritmo in base b di = €
I’esponente da dar a b per aver x.

(Ma) dev’essere x >0,e 0<b# 1.

In tutta questa lezione col simbolo
LOG intenderemo un logaritmo in
qualunque base.

E ovviamente in una formula in cui compaiono
pit LOG é da intendersi che sono tutti in una
stessa base.
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15.2 Logaritmi naturali e decimali; esponenziale

Come abbiamo anticipato, la funzione inversa dell’esponenziale in
base b si chiama logaritmo in base b.

Facciamo un passo indietro, verso l’algebra.

Per introdurre i logaritmi algebricamente, possiamo vedere

log, 8 =3 come una scrittura alternativa di 23 =8,
Ecco due esempi scritti come implicazioni:
log,8=3<2%=8  log;,100 = 2 <= 10* = 100.

Considereremo quasi solo 2 basi: di grande importanza applicativa
per secoli, e ancor oggi usato in Chimica,

il logaritmo decimale, in base 10,

lgx oppure log, (ma purtroppo anche logz),

e il logaritmo naturale, in base e,
Inx oppure log,x (ma purtroppo anche logz).

Insomma la scrittura log x € ambigua e puo riferirsi a log-

aritmi in base e e in base 10, e anche in altre basi. @

La base 10 ¢ stata di grande importanza applicativa per secoli,
e ancor oggi ¢ usata in Chimica.
La base e ¢ oggi preferita in Matematica e Fisica.



Le Compresse di Matematica 309

101

Figure 20: log, z (nero), e* (nero), log;,z (blu), 10* (blu)

Ecco due valori che ci proponiamo di imparare a memoria:

g2~ 0.3 (24)

O meglio » 0.301. Il numero 0.3 ha errore (percentuale rispetto I'esatto) <0.5%.

lge ~0.4343 (25)

Tutti i logaritmi in 1 valgono 0. I logaritmi in base b > 1 sono
funzioni crescenti (“verso +oo"), e in base 0 < b < 1 decrescenti
(“verso —oo"). In ogni caso il crescere in valore assoluto avviene
con straordinaria lentezza, per esempio log;, 1000 = 3. T limiti in 0
sono rispettivamente —oo e +oo. In ogni caso ¢ log, : IR* — IR.
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(Per ogni possibile base b) il logaritmo in base b ¢ una funzione
biiettiva, e la sua inversa € la funzione esponenziale in base b, cioé
b*.

L’inversa del logaritmo naturale & la funzione esponenziale, ed é
definita su tutto R, cioé exp : IR — IR:

exp =In~"! In =exp?,
ed ¢ la funzione esponenziale di base e:
expzr =e”.
Questi ! denotano I’'inversa, assolutamente non il reciproco.

(L’inversa di Inz come detto ¢ expx; la reciproca di Inx ¢ ﬁ,

una funzione completamente diversa, neanche definita per z < 0).

L’esponenziale in 0 vale 1, ed € crescente “verso +oo" con grande
rapidita, per esempio, exp(20) ¢ pitt 0 meno mezzo miliardo.

Ripetiamo.
In tutta questa lezione col simbolo
LOG intenderemo un logaritmo in

qualunque base.

E ovviamente in una formula in cui compaiono
pit LOG é da intendersi che sono tutti in una
stessa base.

15.3 “Trasforma prodotti in somme"

La proprieta fondamentale dei logaritmi:

LOG(z-y) = LOG(z) + LOG(y) (26)
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Per esempio
1g 2000 =
=1g(2-1000) =
=1g2 +1g 1000 »
~03+3=
= 3.3 (valore approssimato).
Un valore piu preciso é 3.301.
Con l'estrema lentezza della crescita del logaritmo, il logaritmo decimale di

2022 non si allontana molto: si trova infatti ~ 3.306.

15.4 “Trasforma divisioni in sottrazioni"

LOG (z/y) = LOG(zx) - LOG(y) (27)

Per esempio
lgh =
:]g% =
=1gl0-lg2~
~1-0.3=

= 0.7 (valore approssimato).

15.5 “Trasforma reciproco in opposto"

LOG (1) = -LOG(y) (28)

che si ottiene dal caso del precedente con = = 1: LOG(1/y) = LOG(1)-LOG(y) = 0-LOG(y).

Per esempio
1g0.5 =
= ]g% =
=-lg2~-0.3

Esempio. In Spettroscopia, I'assorbanza a(72) I'opposto del logaritmo
decimale della trasmittanza, ovvero il logaritmo decimale del suo re-
ciproco:

1
a=-lgr=1g—
-

7281 veda Wikipedia, ’enciclopedia libera, alla voce Trasmittanza


https://it.wikipedia.org/wiki/Trasmittanza
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15.6 “Trasforma la radice ennesima in divisione per n"

LOG(%/z) = 1 LOG(xz)

In particolare

(29)

“Trasforma ’estrazione di radice quadrata nel dimezzamento”:

LOG(v/Z) = 1 LOG(z)

Per esempio

1 1
lgv10==1g10==-1=0.5
2 2
Osservando che /10 ~ 3.16 ~ 7 troviamo

lgm~ 0.5

e con la calcolatrice scientifica troviamo infatti ~ 0.497.

15.7 “Trasforma l’elevare a potenza in moltiplicare"

Logaritmo della potenza.
“Tira giu gli esponenti”

LOG(z%) = aLOG(x)

(30)

(31)

per ogni o e = per cui ha senso(7™) la scrittura, e da quest’ultima

discendono alcune delle precedenti proprieta, ponendo a uguale a

1 1
—1 e poi = e poi 3.

Da quell’'uguaglianza, con facili argomentazioni che comunque non

facciamo, si trova che
"Tira git 'esponente 2 e aggiunge il valore assoluto™:

LOG(2?) = 2LOG(Jz])

e piu in generale per n intero
"Tira git gli esponenti pari e aggiunge il valore assoluto”:

LOG(22™) = 2nLOG(|z|)

"3Precisamente: Yo e R,V z > 0.

(32)

(33)
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Naturalmente anche senza valore assoluto le ultime 2 formule sono
vere, ma col valore assoluto valgono anche per z < 0.

Come esempio della proprieta del logaritmo della potenza, considerando 1.024 vi-
cino a 1, si ottiene:

1024
1024 ) 004
1000

1024

2 1

1000 / &

1024

o[22 vl 1

g(lOOO) &

lg 1024 — 1g 1000 ~ O
1g 1024 ~ 1g 1000
1g2%° ~ 1g10?

101g2~3
3
lg2~ —
&7 10
che spiega I'approssimazione lg 2 ~ 0.3 che ci siamo proposti di imparare a memoria.

15.8 Le proprieta viste, con riferimento alle varie basi

Come gia detto
“Trasforma prodotti in somme”:
formule per il logaritmo del prodotto ed esponenziale della somma)

lg(zy)=lgx+lgy, Va,y>0 10" = 10" - 10Y
In(zy)=Inx+Iny, Va,y>0 e’ =e" . eY
log,(zy) =log,x +logyy, Ya,y>0 b = b" - bY

Come gia detto

“Trasforma divisioni in sottrazioni":
(formule per il logaritmo del quoziente ed esponenziale della dif-
ferenza)

lg(z/y) =lgx-lgy, Ya,y>0 10*7Y = 10%/10Y

In(z/y) =Inz -Iny, Va,y>0 "V =e"[eY
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log,(x/y) =log, z —logyy, Y,y >0 bV = 0" b .

Come gia detto
“Tira giu gli esponenti”:

(formule per il logaritmo della potenza)
(VaeR)(Vx>0)lgx®=algx
(VaeR)(Vz>0) Inz“=alnx

(VaeR)(Yx>0) log,z® = a logy

e da quest’ultima discendono tutte le successive proprieta di questo
paragrafo, ponendo « uguale a —1 e poi % e poi %
E per esponenti pari anche

(VneZ)(Vx+0)lga®"=2nlg||
(VneZ)(Va#0)Inz®" =2nIn|z|

(VneZ)(Yax #0) log, 2*" = 2n log, |7|

Come gia detto
“Trasforma il passaggio al reciproco nel passaggio all’opposto:”

1
lg—=-lgx

x

1
In—=-Inz

x

1
log, — = —log,
x

Come gia detto
“Trasforma ’estrazione di radice quadrata nel dimezzamento:"

1
lg /7 = élgx
1
Inz = §1nx
1

log, /7 = 3 log, z
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e questo si estende alle radici di qualunque indice:

lg \V/o==1gx
n 1
In%/r=~Inx
n
" 1
log, %/x = —log, ©
Esercizio ,,, ~
Risolvere I'equazione
lge?® =8
SVOLGIMENTO
lge?” =8

2xlge=8 /:21ge

" 21ge. 2-0.4343

=T

~ 9.21

15.9 Prevenire € meglio che curare: errori tipici

Questa formula gia vista
LOG(z-y) = LOG(zx) + LOG(y)

& vera ogni volta che ha senso (e cioé per x e y positivi) e riguarda
il logaritmo del prodotto.
Errori tipici sono scambiare fra loro il + col - e simili(74) cose.

"1In generale la sequenza - + della formula non si puo sostituire con
+ .

+ +.
Detto altrimenti:
LOG(z-y) = LOG(z) + LOG(y)
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Il logaritmo

Vispo volpino LOG
Con un suo ritmo

Fa uno spuntino.

Un bel prodotto LOG(X-Y)
Vorace ingoia,

Poi che lo ha rotto,

Che il punto muoia.

Proprio soccomba:

Lascia una tomba. +

E Iui si sdoppia: LOG(X) + LOG(Y)
Forma una coppia.

15.10 Esempio di uso del logaritmo: il pH.

I1 pH ¢ una complessa questione chimica, per la quale si rinvia
comunque ai testi specialistici. Qua vogliamo illustrarne qualche
proprieta matematica.

Leggiamo su Wikipedia, I'enciclopedia libera, alla voce pH:

pH is defined as the decimal logarithm of the reciprocal
of the hydrogen ion activity, ag,, in a solution

1
pH = —log(an+) =log (a_)

H+

¢ un’identita, cioé un’uguaglianza sempre vera (per gli « e y per cui ha senso, cioé positivi)
invece per esempio

LOG(z +y) =F? LOG(x) + LOG(y)
¢ un’equazione, vera solo per particolari valori (z,y), per esempio (2,2):
LOG(2+2) = LOG(4) = LOG(2?) = 2LOG(2) = LOG(2) + LOG(2).
Ma non succede certo con (3,3) o (2,3) o (3,2).

Ripetiamo la formulazione giusta:
logaritmo del prodotto = somma dei logaritmi. (Ovviamente, nella stessa base).
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Se il pH diminuisce di 1 questo equivale al decuplicare di ag+:

1
pH_]_Iloglo( )_1:
af+

L )+(—1):

af+

| ( ! ) +1 1
= O O =
£10 O £10 10

| ( 1 1 )
= O o — =
£10 am. 10

o5 (157

=lo

£10 10a,

Cosi il suo diminuire di 2 corrisponde al centuplicare di agy,.

= log, (

15.11 Esempi di calcoli coi logaritmi

Esempi con le proprieta 1, 2 e 4 del logaritmo decimale.
lgd=1g(2-2) =1g2+1g2~0.3+0.3=0.6
lg8=1g(2-2-2)=1g2+1g2+1g2~0.3+0.3+0.3=0.9
lgh=1g(10/2) =1g10-1g2~1-0.3=0.7
lg7=1g\/49=11g49 ~

sostituiamo approssimatamente 49 con 50
~31g50 =3 1g(5-10) = 3 (Ig5 +1g10) ~ 3 (0.7+ 1) ~ 0.85

(Ci mancano 3, 6 e 9, che vedremo; 1, 2 e 10, e ora 4, 5, 7, 8,

li abbiamo: provate a disegnare un grafico e stimare cosi i 3 valori
mancanti; poi verificherete le stime).

Esempio: calcolo del log;,(50000)/2 dei prodotti omeopatici.
Leggiamo su Wikipedia (inglese)(7™) alla voce Homeopathic dilutions:

"https://en.wikipedia.org/wiki/Homeopathic_dilutions


https://en.wikipedia.org/wiki/Homeopathic_dilutions

318 A. Soranzo

Several potency scales are in use (...) If a dilution is designated as
q on the Q scale, and ¢ on the C scale, ¢/q=log;¢(50,000)/2

cioé vale una sorta di formula di conversione fra scale

s 5(; 000

c=q

e ora vogliamo calcolare quel numero, col “nostro" 1gh ~ 0.7:

lg50000 lg5-10* lg5+1gl0t 0.7+4

=2
2 2 2 2 5

e infatti dice, e ora lo capiamo un po’ meglio,

A given dilution on the Q scale is roughly 2.35 times its designation
on the C scale.

(La formula soprascritta ¢/q=log19(50,000)/2 si trova facilmente(7)).

Alcuni Autori e Produttori scrivono LM invece di Q (il significato inteso sarebbe
50 e 1000 in numeri romani, ma LM non significa 50000 nei numeri romani). E
alcuni purtroppo Im, minuscolo, con difficile interpretazione della elle minuscola in-
iziale (sul web dove si vendono tali prodotti, pare una i maiuscola).

La formula di conversione si riferisce solo alla teorica diluizione in base al modello
usato, e darebbe per esempio l'equivalenza di 20 Q con 47 C ovvero CH, ma i due
preparati sono stati ottenuti con procedura diversa e non vengono considerati equiv-

alenti dal punto di vista terapeutico.

"6La formula viene da
100 - ...(cwolte)...- 100 = 50000 - ...(q volte)... - 50 000
100°¢ = 500007
(10%)¢ = 500007
102¢ = 500007 /g
2¢1g10 = ¢ 1g 50000
2¢ = q1g50000 /5;

¢ 1g50000

q 2
dove la prima equazione rappresenta le diluizioni centesimali che avanzano di 100 volte in
100 volte sulla scala C, e le diluizioni cinquantamillesimali che avanzano di 50000 volte in
50000 volte sulla scala Q.
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15.12 Altre proprieta degli esponenziali e dei logaritmi

In questo paragrafo, b rappresenta qualunque numero reale che
possa essere base di un logaritmo, cioé

b>0nb+#1.

Un’attenta considerazione di quanto detto finora da
(Vz>0,z+1) log,x =1

e queste 6:

“exp mangia log e log mangia exp"
lg10" =z, Va 10'8% =%, Yz > 0.

Inexpx =Ine* =2, Vx explnz = e =z, Yo >0

log, 0" =z, Vo blo8s T = Yz > 0.

Tutte le successive proprieta degli esponenziali ci sono gia note
dall’Algebra, e alcune propriea dei logaritmi le abbiamo viste da
poco; altre sono nuove.

[ logaritmi in 1 valgono 0 e gli esponenziali in 0 valgono 1:

lg1=0 10°=1
Inl1=0 ed=1
log, 1 =0 =1

Altri esempi con le proprieta del logaritmo decimale.

lg3=1g4/3-3-3-3-3=1g /243 ~

sostituiamo approssimatamente 243 con 250

1000
lg — =

1
~ g /250 = - 15250 = 0

1
5
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1 3-0.6
= = (131000 - 1g4) = =—— = 0.48

lg6=1g(3-2) =1g3+1g2~0.48+0.3=0.78
lg9=1g(3-3)=1g3+1g3~048+0.48~0.96 @

ma per eccesso di approssimazioni quest’ultimo fallisce sul secondo decimale,
infatti troviamo con calcolatrice scientifica o WolframAlpha

lg9~0.95

Adesso abbiamo i logaritmi - in effetti approssimazioni in generale — dei numeri
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10; aggiungiamo
1g0.1 = lg% =-lgl0=-1

e disegniamo un grafico!
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15.13 ESERCIZI SULLA LEZIONE 15

ESERCIZIO

12019
Consideriamo il pH della Chimica:

—logoy

dove y viene spesso scritto [H*] e letto “concentrazione degli H*", ma tutto
cio richiederebbe precisazioni di Chimica di cui qua non ci occupiamo.

A cosa corrisponde la diminuzione di 0,5 nel pH? Con grossolana approssi-
mazione, si esprima infine la soluzione a parole, come “circa dimezzare y" o
“circa decuplicare y" o analoghi.

SVOLGIMENTO
Viene usato lo standard della virgola decimale. (Gid nel quesito).

-log,,y-0,5=

ricordando che z = log,, b*
= ~log,y —log;o 10%° =
e osservando che 0,5 = % e ricordando che y% =Y
= —logoy — logy, V10 =
per algebra delle parentesi
= _( logoy +logyg \/E) =
per la proprieta del logaritmo del prodotto

= —logy (y ‘ \/E)

cioé a dire, y viene moltiplicata per /10 ~ 3,16, e con grossolana approssi-
magzione, come richiesto,

circa triplicare y
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16 Esponenziali e logaritmi — III parte

16.1 Conversioni fra logaritmi naturali e decimali

lgx
0.4343

da cui (e ci bastera ricordare questa seconda(’) per riottenere
all’'occorrenza la prima)

Inz ~

lgz ~0.4343Inz (34)

(ciog il logaritmo decimale ¢ vagamente la meta del naturale
e con maggior precisione il 43% e ancor meglio 43.43%).

1
(Le formule esatte sono: Inz = lg_x lgz = (Ige)ln :c)
ge
Esempio,
g2 0.3

In2 ~ ~ 0.69

0.4343 ~ 0.4343
costante spesso approssimata a 0.7 in Farmacologia nella trattazione
dell’emivita dei farmaci, come vedremo in un paragrafo successivo.

16.2 Primo passo per il calcolo dei logaritmi
Dato un numero positivo x, lo si esprima in notazione scientifica
x=t-10" 1<t<10

e allora vale
lgx=Igt+n  1<t<10 (35)

e allora ci basta saper calcolare approssimatamente il logaritmo
decimale dei numeri fra 1 e 10.

Per esempio

lg 2022 = 1g(2.022 - 10%) = 3 + 1g 2.022

""Entrambe le ultime 2 formule hanno circa m di errore relativo.
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16.3 Calcolare i logaritmi decimali dei numeri da 1 a 10

Considereremo 9 metodi:

1) con questa formula

Wi-1

Wi 0.33

lgt ~ 1<t<10  errorel™ <1%  (36)

per esempio con la sezione aurea viene lg ¢ ~ 0.209 (si verifichi)

2) con artifici come quelli usati per i logaritmi di 3, 4, 5...

3) con una calcolatrice scientifica reale

4) con un’app di calcolatrice scientifica virtuale sul telefonino

5) online con WolframAlpha con Log [puse s numerol

6) con le tavole cartacee (non sono affatto obsolete, anzi sono utili perché
mostrano i valori intorno ad uno cercato, cosa che la calcolatrice non fa)

7) con le logarithm tables in rete (come sopra)

8) con altre approssimazioni(™)

9) con l'obsoleto regolo calcolatore. i aswonati () si servivano di regoli catcolators

(...) durante le missioni Apollo", da Wikipedia, I’enciclopedia libera, alla voce Regolo calcolatore.

Per i logaritmi in altre basi si puo calcolare il logaritmo decimale
con le stesse formule (35) e (36) e poi usare la formula di cambia-

: 1
mento di base log, x = 1g_m
gb
Esercizio ,,,,
Di quanto aumenta il pH se la concentrazione degli H* diminuisce
del 45%7?

"8Errore percentuale rispetto I’esatto.
" Un’approssimazione calcolabile con le sole 4 operazioni e la radice quadrata é

log oz ~ (21?6~ 1) x 111

che su una calcolatrice che operi con almeno 7 cifre (decimali) significative dovrebbe avere
non piu di 0.004 di errore relativo (cio¢ 0.4%) e assoluto per 1.1 < z < 11. Naturalmente
211?56 i ottiene estraendo 8 volte consecutive la radice quadrata. Per i numeri y < 1.1 o
y > 11, 1i si moltiplichi per un adeguato 10™ con m € Z affinché l'ottenuto y = 10™x ricada
in [1.1,11] e poi

logyoy =10g;(10™x) = m +log,o @

per esempio log; 1265 = log;, 1.265 + 3.


https://it.wikipedia.org/wiki/Regolo_calcolatore
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Svolgimento.
Verra usato lo standard del punto decimale. (Ma si potrebbe usare
quello della virgola decimale, a scelta).

Diminuire del 45% significa moltiplicare per 0.55:

pH, .., =

=pH(y-0.55) = -1g(y-0.55) = -1gy —1g0.55 =
=pH(y) - 1g(5.5-10") = pH,;; - (-1 +1g5.5) »
con la formula approssimata (36) di cui sopra
~pH,,; - (-1+0.745) = pH,,;, - (-0.255) =

~pH,;; +0.26

cioé

il pH aumenta di ~ 0.26

(Con la calcolatrice ~ 0.259637).

16.4 Risoluzione pratica delle equazioni con exp e log

Nella pratica le equazioni con esponenziali e logaritmi si possono
risolvere abbastanza meccanicamente applicando di passaggio in
passaggio regole formali, purché le equazioni siano sufficientemente

semplici.
Ne vedremo adesso alcune.

Consideraiamo un’equazione

A=B

in cui almeno 1 delle espressioni A e B contiene l'incognita, che
chiameremo x, e almeno 1 delle 2 espressioni contenga logaritmi o
esponenziali.
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(1) — Calcolo effettivo del logaritmo con la sua definizione:
[’esponente da dare alla base per avere l’argomento. Per esempio

2x -log,64=0

=2r-3=0
3

= r=—

2
(2) — Passaggio al logaritmo in base 10 oppure e oppure altra
base, di entrambi i membri dell’equazione. Per esempio

237 = 8 /10g2
log(2°7) =1og, 8
3r =3
x=1

(3) — Sostituzione approssimata di 1g2 con 0,3. Per esempio

107 = 2 / lg
r=Ig2
=1z ~0,3 (standard della virgola decimale)

(4) — Sostituzione approssimata di lg e con 04343. Per
esempio
10" =e

r=1ge~0,4343 (standard della virgola decimale)

(5) — Calcolo approssimato del logaritmo con uno dei metodi
visti. Per esempio

107 = 500 /lg
2 = 12500
_,, 1000

=1g1000 -1g2 =
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=3-lg2~
~3-0.3

=~ 2,7 (standard dellavirgola decimale)

Adesso vedremo su un esempio altri 6 possibili passaggi.

Consideriamo questa equazione:

1 2
2(22+1) In(22)*+ (2% +1) lgz’ + 2 1n—+§ In|z["+x Iny/|z| =0

||
(37)
Ecco ora altri 6 possibili passaggi formali fattibili, da scegliere ac-
curatamente.

(6) — Logaritmo di una radice

1 2 1
2(2?+1) In(2x)?+ (2*+1) gzt +x ln—+§ ln|x\x+x-§ In|z| =0

]

(7) — Logaritmo del reciproco(3")
2 1
2($2+1) 1n(2x)2+(a:2+1) lgfLA—:E 1n|x|+§ ln‘x‘x+x-§ In|z| = 0

(8) — "Tirare giu gli esponenti e se pari mettere il valore
assoluto"”:

2 1
2-(2°+1)-2-In|2 2|+ (2% +1)-4-1g |z| -2 ln\x|+§-az ln|x|+x-§ In|z|=0
e gli ultimi 3 addendi si elidono, e poi, con passaggio algebrico,

422+ 1) Inf22|+4 (22 +1) Iglz| = 0 /:(4(3:2+1))¢0

80Si potrebbe dire il passaggio del logaritmo del reciproco, non & necessario perché puo
essere sostituito dall’applicazione di (1) e (9):

1
LOG=- =" LOG(1) - LOG(z) = 0 - LOG(z) = -LOG(z)
z
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In|2z| +1g|z| =0 (segue un passaggio algebrico)
In(|2|-|z|) +1g|z| = 0 (segue un passaggio algebrico)
= In(2|z|) +Ig|z| =0 (38)

(9) — Passare dalla base e a 10 o viceversa, approssimatamente
con lalga ~ 0,4343In x (oppure esattamente con lalga = (Ige) Ina,
che comunque non ci proponiamo di imparare a memoria):

= In(2|z|) + (Ige) In|x| =0 (39)
(10) — Logaritmo del prodotto:

= In2+In|z|+ (Ige) Injz| =0 (40)

In2+1Injz|+ (lge)In|z| =0 /+ (=In2) (passaggio algebrico)
In|z|+ (Ige)In|z| = -In2 (segue un passaggio algebrico)
(1+1ge)ln|z|=-1In2 / 2(1+1ge) #0 (passaggio algebrico)

-In2
1+lIge

(41)

In|z| =

(11) — Esponenziazione in base 10 oppure e oppure altra base:

—In2
1 =
n|m\ 1+1ge /exp
x| =ex seque un passaqqio algebrico
P 1+lgc g p a9 g

_ —In?2
T = £CXp (1+lge)

Altre 4 possibili tecniche risolutive
che comunque non ci proponiamo di imparare a memoria



328 A. Soranzo

(12) Formule di cambiamento di base

1 1
~Tog.b (81) (82) i particolare = é—i = ﬁ

da cui Inx = E—E e con la (25) si ottiene la formula approssimata vista per la

conversione fra logaritmi naturali e decimali.
(13) — “Unicita dell’intersezione dei grafici di a' e b'".
(Va>0,b>0,a+b) a=b = t=0

Per esempio:

e = 10%°
23=0
z=0

(14) — “Unicita dell’intersezione dei grafici di log,t e log,t".

(Va>0,b>0,a+1,b+1,a+b) log,t=log,t = t=1

(15) Una formula di apparenza sorprendente che raramente si trova:

xLOG(y) _ yLOG(w) Y,y >0

in particolare per il logaritmo naturale

Y = gne Va,y>0

(che si dimostra — sostanzialmente — applicando ad ambo i membri il logaritmo nella base

considerata; e si veda che WolframAlpha la dichiara True).

Bottom line. [ passaggi visti sono sufficienti per risolvere molte
equazioni con esponenziali e logaritmi, unitamente all’algebra:

— calcolo (a mano o con la calcolatrice o in altri modi) e proprieta delle 4
operazioni e del valore assoluto e del fattoriale e delle radici e delle potenze;

81 Anche = (log, z) - (log; c).

82Per il lettore interessato, si ricavano subito anche log, = = e log, , = —log, x.

_1
log, b’


https://www.wolframalpha.com/input?i=x%5ELog%5By%5D%3D%3Dy%5ELog%5Bx%5D
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— sostituzione (coi loro valori approssimati) delle costanti conosciute (in

forma approssimata) a memoria, come e, 7, eccetera.

Ovviamente tutto cido non basta per risolvere tutte le equazioni con gli esponen-
ziali e/o i logaritmi: per esempio non la e* = x + 1, che comunque ovviamente

ha unica soluzione = = 0. (Si disegnino i 2 grafici, di f(z) :=e* edi g(x) := z+1).

Ma si veda ancora il paragrafo seguente per una possibile prob-
lematica.

16.5 Soluzioni spurie ovvero fittizie

In qualche equazione coi logaritmi per cosi-dire “capricciosa" pud
capitare che qualche passaggio incaute_introduca soluzioni spurie
ovvero fittizie, che assolutamente non sono soluzioni ma sembrano
esserlo. Al livello di questa trattazione elementare non é possibile
dare un metodo generale per evitare sempre e comunque le soluzioni
fittizie.

Per esempio con questi passaggi
lgz +1g(22) =0

lg(x-2-2)=0

lg(22%) =0 =22*=1 =2’== =1=%\/=

troviamo una soluzione spuria ovvero fittizia negativa che assolu-
tamente non ¢ soluzione dell’equazione iniziale perche lg non esiste
per argomenti negativi.

Al limite estremo, in un’equazione particolarmente capricciosa an-
che la banale sostituzione di lg2 con I'approssimazione 0,3 potrebbe
introdurre soluzioni fittizie, o di 7 con 3,14.

Molta parte della problematica si pud evitare verificando
se le soluzioni trovate verificano ’equazione iniziale, ed
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eventualmente quindi escludendone qualcuna.
Oppure — e puo essere meno facile — trovando il dominio dell’equazione,
ed escludendo le eventuali soluzioni al di fuori del dominio.
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* Complementi *

16.6 Equazioni e disequazioni con exp e log — teoria

L’esponenziale in ogni base positiva diversa da 1 ¢ iniettivo e al-
lora si puo applicarlo ad ambo i membri di un’equazione otte-
nendo un’equazione equivalente, cioé con le stesse (eventualmente
esistenti) soluzioni:

f(x)=9g(z) < 10/®) = 109(=)

f(z)=g(z) o el =@

Si puo anche applicare ’esponenziale in base b positivo diverso da
1 a tutti e 4 i tipi di disuguaglianza e I'ordinamento si conserva se
e solo se b > 1, che ¢ il caso di maggior interesse:

Fx)>g(z) < 107@ > 109@)

f(x)>g(z) o @@
f(x)>g(z) o b/@ > p@) Vb>1

e tutte similmente con <, >, <.

Il logaritmo ¢ iniettivo e definito per ogni numero positivo e al-
lora

0< f(z)=g(x) = lgf(z)=1gg(r)
0< f(z)=g(z) & Inf(x)=Ing(x)
0< f(x)=g(x) < log, f(z) =log,g(x)

cioe si puo applicare il logaritmo in qualunque base ad ambo i
membri di un’equazione f(x) = g(x) ottenendo un’equazione equiv-
alente, cioé con le stesse (eventualmente esistenti) soluzioni, se
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f(z) > 0 nel suo dominio, oppure g(z) > 0 nel suo dominio (&
equivalente), in particolare se una delle 2 funzioni ¢ un esponen-
ziale in qualche base eventualmente moltiplicato per una costante
positiva, che ¢ il caso pit comune nella pratica.

Di piu: il logaritmo decimale e quello naturale e ogni logaritmo in
base b > 1 sono crescenti(®) e allora si puo applicarli conservando
I’ordinamento:

0< f(x)<g(r) < lgf(x)<lgg(x) eanchecon <

0< f(z)<g(z) < Inf(z)<Ing(z) eanchecon <
Vo>1 0< f(z)<g(x) < log, f(x) <logyg(x) eanchecon <

83Invece coi logaritmi in base minore di 1 si inverte I’ordinamento:
(Vb,0<b<1) 0< f(z)<g(z) < logf(z)>logg(x)

(Vb,0<b<1) 0< f(z)<g(z) < logf(z)>logg(x).
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ESERCIZI SULLA LEZIONE 13

ESERCIZIOH ~
Risolvere
lglnz? =0

SVOLGIMENTO
Verra usato lo standard della virgola decimale. (Ma si potrebbe
usare quello del punto decimale, a scelta).

lglna? =0 /10A
(passaggio che non introduce soluzioni spurie ovvero fittizie)
Inz? = 10"
Inz?=1 / exp

(passaggio che non introduce soluzioni spurie ovvero fittizie)

e ricordando che e » 2,718

~ +1,649

Nota 1. In qualche equazione coi logaritmi per cosi dire “capric-
ciosa" puo capitare che qualche passaggio incauto introduca soluzioni
spurie ovvero fittizie, che assolutamente non sono soluzioni ma sem-
brano esserlo. Per esempio con questi passaggi

lgz +1g(22) =0

lg(z-2-2)=0

lg(22%)=0 =22%=1 :>:1:2:§ =>r=+\/=
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troviamo una soluzione spuria ovvero fittizia negativa che assolu-
tamente non ¢ soluzione dell’equazione iniziale perché lg non esiste
per argomenti negativi. Ma i passaggi svolti per risolvere 1’esercizio
iniziale, lglna? = 0, sono di quelli “sicuri", che non introducono
soluzioni spurie ovvero fittizie.

Nota 2. Non ¢ una buona idea cercare di risolvere l’equazione
con la proprieta del logaritmo della potenza

(VaeR)(Yx>0) LOG(z2") = aLOG(x)

(ove LOG indica 2 volte 1 stesso logaritmo in qualunque base) per-
ché essa, come si vede scritto, vale per & > 0, e di fatto, incau-
tamente applicandola in questo esercizio, fa perdere la soluzione
negativa. (Per z negativo la formula LOG(z%) = « LOG(x) non ha
senso).

Piuttosto, si potrebbe applicare la proprieta degli esponenti pari,
aggiungendo il valore assoluto.
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17 Esponenziali e logaritmi — IV parte

17.1 L’esponenziale e la campana gaussiana

Nelle Scienze Applicate un’infinita di fenomeni vengono bene mod-
ellizzati da funzioni con grafico piti 0 meno a campana.

Talvolta queste campane sono simmetriche, o almeno pitt 0 meno
simmetriche, altre volte sono lontane dalla simmetria.

Occupiamoci adesso solo delle campane simmetriche.

La piu "pura" delle campane simmetriche, diciamo il modello ide-
ale in qualche modo, ¢ la campana gaussiana, che ha un’equazione
basata sull’esponenziale

22

e 2
y:
V2T

chiamata densita normale standard.

Ha asse di simmetria o = 0, cio¢ 'asse y, e 'asse di simmetria puo
venir spostato in x ='m qualsiasi, con ’equazione

_ (r—m,)2
e 2

v= V2T

ma avvertiamo il Lettore che invece della lettera m di solito si usa
la corrispondente lettera greca p.

Puo essere resa pitt o meno ribassata ovvero "ripida" con un ulte-
riore parametro o > 0 ottenendosi I’equazione generale

_(ap)?
e 202

= V2mo

chiamata densita normale di parametr: i e o.
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-2 -1 O 1 2 T

— Densita normale di parametri 4 =0 e o =1 ovvero densita normale standard

— densita normale di parametri y=2e 0=0.5

Grafici di questo genere si otterranno, fra l'altro, con le altezze, e
le glicemie, colesterolemie, sideremie... degli Italiani.

E non solo degli italiani: anche degli europei, e anche solo degli
Studenti di Farmacia.

Curve a campana alquanto asimmetriche modellizzano bene il nu-
mero di morti (o casi o terapie intensive...) giornaliero (o setti-
manale o anche mensile) delle ondate epidemiche.

Equazioni per modellizzarle sono ancora basate sull’esponenziale.

Yy

Grafico di
10 e—x—O.S e_z

Il tempo ¢ potrebbe essere in mesi, e lo 0 all’ultimo giorno di un certo anno.
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17.2 Funzione di Gompertz

Si chiama funzione di Gompertz ogni funzione della famiglia (in-

sieme) di funzioni
f(w)=ac?®"

[ grafici di queste funzioni sono sigmoidi. Si sono rivelate ottime per
la modellizzazione delle epidemie: numero cumulativo dei morti, dei
casi, eccetera.

—0.2x

Graficodiy=2-e793¢

—_—y=2.e705

1.75

1.50}

1.25}

>, Loor

0.75

0.50

0.25

0.00 ; i i ; i i i i
-10.0 -7.5 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

X

Figure 21: Grafico di y = 2-e705<"* (By Vispo Volpino with ChatGPT).

17.3 1l logaritmo decimale come contatore di zeri

Logaritmi decimali delle potenze di 10:

-3 0.001 tre zeri ma con punto decimale
-2 0.01
-10.1

0 1 zero zeri

110

2 100

3 1000 tre zeri
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17.4 Ordine di grandezza di un numero positivo

L’ordine di grandezza ¢ un concetto tanto utile nelle Scienze Appli-
cate, quanto mal definito nelle stesse Scienze Applicate, come anche
altre volte succede (per esempio con le cifre significative).

Qua facciamo una scelta definizionale.

Ci sono 2 questioni:
— definire I'ordine di grandezza di 1 numero positivo;
—dire quando 2 numeri positivi hanno LO STESSO ordine di grandezza.

Per la seconda questione, 1'uso generale ¢ dire che 2 numeri pos-
itivi hanno LO STESSO ordine di grandezza se il rapporto del piu
grande e il pit piccolo sta fra 1 e 10- (Non si dichiara quale sia
l'ordine di grandezza, si dice solo che € 1o stesso).

(Ma, dopo che avremo definito l'ordine di grandezza, numeri con
rapporto 2 o anche 1.1 potranno non avere UGUALE ordine di
grandezza, per esempio 95e 103 @ comunque la consolazione & che
i 2 ordini di grandezza non distano mai piu di 1).

Come abbiamo gia-detto, ogni numero positivo x ammette una
scrittura
r=a-10"

con 1 <a<10 e n intero: ...-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3...
Adesso chiamiamo n ordine di grandezza di x e aggiungiamo:

ordine di grandezza di x: n:=|lgx] (42)

cioe
ordine di grandezza di x = parteintera di lgx
Ma altri Autori definiscono con condizioni su a diverse da 1 < a < 10.
(Wikipedia in inglese ne da altre 2).
Qualunque definizione — ragionevole — di ordine di grandezza si usi

per 2 numeri positivi
se hanno ugual ordine di grandezza
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il massimo non supera il decuplo del minimo
cioe sono simili almeno molto molto vagamente, e

se hanno ordini di grandezza m e m + 1
il massimo non supera il centuplo del minimo
(ma in generale sarda molto molto vagamente il decuplo)

5 ¢ 'ordine di grandezza del numero di capelli di una persona

11 é Pordine di grandezza del numero di neuroni di un uomo

11 é Pordine di grandezza del numero di stelle della Via Lattea

13 & I'ordine di grandezza del numero di globuli ressi-di un uomo (3.0 x 101?)
Quindi il numero di globuli rossi di un uomo & molto vagamente il centuplo dei suoi

neuroni (2 ordini di grandezza di differenza) e del numero di stelle della Via Lattea.

L’ordine di grandezza ¢ molto usato nelle Scienze applicate per
fissare le idee sulla grandezza approssimativa di un numero, per
agili confronti, semplificandolo all’estremo in un singolo numero
intero, spesso fra —20 e 20 (e quasi sempre fra —30 e 30).
Ma la grossolanita dell’approssimazione ¢ mostrata dal fatto che

9 ¢ l'ordine di grandezza del numero di persone del mondo

come se fossero un miliardo e invece sono circa 8 miliardi.

Magari in novembre ’'amministrazione dell’universita non conosce
ancora il numero esatto di quelli che saranno iscritti a Farmacia
e Medicina ma pud considerare plausibile che i secondi saranno in
numero di un ordine di grandezza superiore ai primi.

Questo tipo di grossolanissime approssimazioni sono utilissime nella
gestione pratica della realta.
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17.5 La successione di Fibonacci e gli esponenziali

La successione di Fibonacci, che modellizza ’espansione almeno — nelle fasi
iniziali — di una popolazione animale o microbica, e le epidemie, & si definita
per ricorrenza (e solo su N) ma ¢ approssimata con una funzione esponenziale
in base ¢, la sezione aurea:

1
a, ~ — ¢" per n sufficientemente grande (43)

V5
per esempio ajg = 55 ~ 55.0036.
Dopo quanti mesi (se n indicia i mesi) la popolazione raggiunge il valore
135301 852344 706 746 049, oppure anzi, uscendo dall’esattezza ideale del prob-
lema, un valore 1.35- 10207
Abbiamo 'equaziona approssimata

1
Eg@" ~1.35-102 1 /lg

1 1
lg—+nlg *

NG
1+5
2

V5 1g(1:35 - 10%) /+1g\/5

1+5
2

nlg ~1g(1.35-10%) +1gV/5 /:lg

~1g(1.35-10%) +1g /5
lg 1+2\/5
1g(1.35-10%) +1g2.23607
" 1g1.61803

e insomma ci servono i valori (approssimati) dei logaritmi decimali di 3 numeri
(fra 1 e 10).
Con l'approssimazione prima vista si ha

20+0.130 +0.35054

~ 98.04
0.2089 98.0

e calcolando con pazienza si trovera che il 98-esimo numero di Fibonacci é pro-
prio 135301852344 706 746 049. (Oppure con WolframAlpha: Fibonacci[98]).
Nella figura a sinistra si vedono:

(blu) la successione (n,a,) essendo a, la successione di Fibonacci

(verde) % o~
(magenta) e”
(

nero) 102
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2.0

151

1.0

0.5

I I I I . !
2 4 6 8 0 2 4 6 8

Figura A Figura B

Nella figura B, a destra, si vedono grafici di funzioni del tipo ae¢t:
questo tipo di funzioni internazionalmente vengono talvolta chia-
mate impropriamente exponential functions anche se a # 1.

17.6 Emivita di una sostanza nel sangue o nelle ossa
Leggiamo in Emavita (farmacologia):

L’emivita (¢1/2) € un parametro farmacocinetico che indica il tempo
richiesto per ridurre del '50% la concentrazione plasmatica di un
farmaco (...) & inversamente proporzionale alla sua clearance (C1)
e direttamente proporzionale al suo volume di distribuzione (Vj)

secondo la formula v
tim=0.7-2
1/2 Cl

dove la costante 0,7 ¢ in realta un’approssimazione del logaritmo
naturale di 2 (in effetti, piu in particolare In(2) = 0,609...).

Per curiosita elenchiamo(®*) senza qua dare garanzie alcune emivite di farmaci:
noradrenalina 2 minuti
morfina 2-3 ore
donepezil 3 giorni (70 ore)
bedaquilina 165 giorni
e di questo elemento, che non é un farmaco:

cadmio nelle ossa 30 anni. (Pile ricaricabili, colori per artisti, eccetera).
Il piombo nelle ossa ha un’emivita — supponiamo esponenziale il suo
scomparire, com’é ragionevole in questi casi — di (circa) 10 anni. In

quanto tempo si riduce del 75%? E del 90%? E del 95%? E del
97%"?

84nttps://en.wikipedia.org/wiki/Biological_half-life
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La riduzione del 75% @& la riduzione al 25%, cio¢ ai 12—050 ovVVero %L
e allora corrisponde a 2 dimezzamenti: allora ci vogliono 20 anni.
Per il 90% ¢ meno immediato.
[llustriamo una famiglia (insieme) di funzioni con l'esponenziale,
che ricorre amplissimamente nelle Scienze Applicate, ed & espressa
dai vari Autori in 2 modi diversi, con una costante negativa (che qua
sara k) oppure con una costante positiva (che qua sara r) preceduta
dal segno meno:

kt

u(t) =upe™ essendo ug = u(0) k<0

rt

u(t) =upe™" essendo ug=u(0) < r>0

e la costante k ovvero r dipende da caso a_caso.
Questa é ’equazione che esprime in funzione del tempo la concen-
trazione di piombo, che si attenua; e un’infinita di altri fenomeni.
Nella figura B, precedente, a destra, si vedono 4 casi, con diversi
valori di ug e r:

(rosso) e2*

(magenta) e~

(nero) 2e727

(blu) 2e7*
E in questo caso possiamo calcolare la costante r dall’emivita di 10
anni:

DEF U(O) _EQ

U(O) e—rlOanm' / . U(O)
1 .
5 e 10 anni /ln

1

In= = —r 10 anni
Il2 T anni

u(emivita) =

—In2=-r10anni / : (10 anni)

In2

) 10 anna
ottenendosi cosi I'equazione dello scomparire del piombo nelle ossa

u(t) = uge Wt essendo uy = u(0)
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Ora ci si chiede quando sara ridotto del 90% ovvero al 10%, cioé
u(t) =0.1u(0):

In2 t

0.1u(0) == u(0) e Wanm / : u(0)

In 2
annit /lg

In2

—1 = lg e_ 10 anni t
In 2

0.1=¢"10

-1=- -tlge
10 anne
~ 10annt 10annt 10ann: 10 anne
= , ~ 22 i
lge-In2 1ge.1§_e lg 2 0.3

~ 33.3 anni (valore che, nella pratica, possiamo stare sicuri che verra
riportato come 33 anni).

Si risolvano gli altri quesiti posti associatamente a questo appena
risolto. Con 95% si dovra calcolare 1g0.05 = lg(%-O.l) = lg% +
1g% =-lg2-1g10~-0.3-1=-1.3.
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17.7 L’intensitd sonora: logaritmi e decibel
In farmacia misuriamo 1’udito... capendo l'intensita sonora.

L’intensita sonora in decibel ¢ definita con un logaritmo decimale,

in dipendenza dall’energia sonora, e una serie di calcoli(®) porta a
concludere che

’ad un raddoppio dell’energia corrisponde un aumento di ~3 decibel‘
(44)
unica cosa che ci proponiamo di imparare di questo argomento. Il
3 viene, coi calcoli, dallo 0.3 dell’approssimazione di lg2.

85Per il Lettore interessato: l'intensita sonora in decibel ¢ definita sostanzialmente come

energia passante in 1's per 1 m

)dB

intensita sonora := 10( lg

una prefissata energia passante in 1 s per 1 m

dove la prefissata energia passante in 1 s per un m? ¢ la (piccolissima) 1pW /m?.
(argomento dei logaritmi e degli esponenziali ¢ sempre adimensionale, cioé un numero
puro, senza unita di misura: non esiste il logaritmo di 3 metri o 4 secondi).

Allora come funzione dell’energia & del tipo

algz =a(lgx~1gc) =algz+d (cond:=-algc)
c

(e si faccia ben attenzione a distinguere la soprastante scrittura dalla alg(z+d)). Il grafico &
proprio come quello di Ig z, riscalato da a sull’asse delle ordinate e traslato verticalmente di d.

Calcoliamo di quanti decibel aumenta 'intensita sonora raddoppiando ’energia.
Detta E l’energia considerata e 2 E' il suo doppio, si ha

intensita__sonora(2F) — intensita_sonora(F) =

2
=10lg—-10lg———— =
& 1pW [m? s 1pW [m?

ricordando che lg(z/y) =1gz —1gy

= 10(lg(2 E)-lg E) = (mentre lg(1pW/m?) si elide)

2F
=1013=~ =101g2~10-03 =3

cioé quanto detto: ad un raddoppio dell’energia corrisponde un aumento di ~3 decibel.
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17.8 Equazioni con logaritmi della x e x libera

Questione interessante € quella delle equazioni in cui compare un
LOG(z) e anche una x fuori dai logaritmi. Per esempio per

l-lgz-x=0
si puo fare
l-z=Igx
e poi risolvere per via grafica il sistema
y=1-x
y=lgx
Ma questo tipo di equazioni possono diventare pitt complicate, per

esempio
2-lgr—-x=0

La risoluzione di quest’equazione richiede I'uso di una funzione spe-
ciale dell’analist matematica.

Precisamente la funzione W di Lambert, e in casi pitt complessi
nemmeno quella basta.

Su questa funzione lo scrivente ci ha passato un bel po’ di vita, e si trovano in

rete articoli scientifici cercando il cognome e Lambert e function.
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17.9 ESERCIZI SULLA LEZIONE 17

17.9.1 Esercizio risolto a — Risoluzione per via grafica

ES. 1 ,,, * Risolvere per via grafica il sistema di equazioni
{ y=1-x
y =107
(dando la soluzione nella forma z = ..., y = ...).
SVOLGIMENTO

\lﬁmmﬂmwg:@

I
\)
I
—
S
—)
[\
8

1
—

Gia bastano questi pochi (valori delle coordinate di) punti dei 2 grafici

T 1-z

-2 13

-112

0 1

1 0

2 -1

T 107
1

-9 110_0

-1 +

0 1

1 10

347
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e disegnando (vedi figura) sullo stesso piano cartesiano grafici (approssimativi),
vediamo subito che ¢’¢ un punto di intersezione (0, 1), e non esistono altri per le
proprieta elementari delle funzioni 1 —x e 10%, e allora la soluzione del sistema
di equazioni ¢ data dalle coordinate x e y dell'unico punto di intersezione dei
grafici:

r=0,y=1

17.10 Altri sercizi su logaritmi ed esponenziali

ESERCIZIO

12020
* ~ Risolvere I'equazione

3 6
27 _ o2 1g®(21g100) _ 0

SVOLGIMENTO
Ovviamente 1g 100 = 2

o2 _ (218%(22) / In
243 =21g%4 / :9
23 =1g%4 /3\/'

x=1g*4 =

che ¢é la soluzione esatta, e infine con le proprieta dei logaritmi e la nota
approssimazione lg2 ~ 0,3

=1g°2% = (1g22)%= (21g2)? ~ (2-0,3)2 = 0,6 = 0,36

lg*4 ~ 0,36

(Un valore pia preciso & 0,3625, come si pud verificare per esempio online su
WolframAlpha con Log[10,4]"2).

ESERCIZIO

£2018
* Si risolva quest’equazione:

log,o z + log;, 200 — log;o(1 + %) =log; 9

SVOLGIMENTO
Prima di tutto osserviamo che dev’essere


https://www.wolframalpha.com/input/?i=Log%5B10%2C4%5D%5E2
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z>0

perché x & argomento di un logaritmo. (Ovviamente 1+ 22 > 0 sempre). Ri-
cordando le log, u +log, v = log,(uv) e log, u —log,v = log, % e 32 = 9

- 200
1OglO 1+—[L'2 =2 /10/\ < potenza in base 10; elimina il logaritmo in base 10
200z 1+ 22
— =100 :
1+ 22 / 100
2rx=1+22
22-2x+1=0
(z-1)%=0
r=1
(Che ¢ > 0).
ESERCIZIOM2018
* ~ Si risolva I’equazione
1 2 ) 22 +10
S T L TER

SVOLGIMENTO
Prima di tutto osserviamo che deve essere

%0

(altrimenti si avrebbe l'inesistente log;,0). (Altre condizioni da richiedere non
ci sono perché per x # 0 gli argomenti dei logaritmi sono entrambi evidente-
mente positivi).

Ricordando che la somma dei logaritmi (in una stessa base) ¢ il logaritmo (in
quella stessa base) del prodotto, si ha

2 x2?2+10
oo (3 e )=
e semplificando

2
_ A
lOglO 102 =1 / 10 « potenza in base 10; elimina il logaritmo in base 10

xz_ 1 2
1 =10 /-10

z? =102 10"
= V10210 = £v/102 V10

e in conclusione (senza che la condizione x # 0 ci faccia escludere qualche
valore)
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r =+10/10 ~ £31.623

oppure con un decimale in meno

2= +10v/10 ~ +31.62

ESERCIZIO,
+ ~ Risolvere I'equazione 41g(100z) = 9.
SVOLGIMENTO

41g(100x) = 9 /:4

lg(100z) = ?1

e per la proprieta del logaritmo del prodotto

lg100 + gz =

1g10% + gz =

=~ O O

2+1gx =

N

9
lgr=--2
gr 1

1x—9;
&L=

lgx:i /10A

z =10

oo

=

ovvero

4/10 ~ 1,778 28

(La radice quarta si calcola con la calcolatrice come radice quadrata della

radice quadrata: 4/z = \/\/2)
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18 Funzioni trigonometriche

18.1 Generabili nella geometria riappaiono ovunque

mx+q, 2, /T, expx, Inx si possono definire geometricamente,
poi appaiono ovunque nelle Scienze Applicate. Ugualmente avviene
per le funzioni trigonometriche che andiamo a definire.

Un’infinita di problemi geometrici con lunghezze e aree relati-
vamente a poligoni possono venir risolti con le funzioni lineari

y=mx+q  (funzione meglio detta affine)

e con la radice quadrata e la sua inversa, il quadrato:

VT z?

Queste funzioni, del tutto costruibili nella geometria, si rivelano
ottimi modelli di un’infinita di fenomeni delle Scienze Applicate.

Nuove funzioni compaiono considerando coniche invece che poligoni,
e, di nuovo, si rivelano ottimi modelli di un’infinita di fenomeni delle
Scienze Applicate.

Precisamente I'iperbole equilatera genera (in modi non banali:
integrali) 'esponenziale e la sua inversa, il logaritmo naturale:

x
1 expt 1 <z

(Storicamente 'esponenziale e il logaritmo non furono definiti in

questo modo geometrico ma si puo fare).

E il circolo genera le funzioni trigonometriche ovvero gonio-
metriche che considereremo in questa Lezione: seno, coseno, ecc.
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18.2 Oscillazioni periodiche ovunque

y = cos(x)

N N N N N N
NV VR VRV ViV

Si veda sul prestigioso sito online EuroMOMO, con statistiche sugli
eccessi di mortalita in decine di stati europei, la baseline, cioé in
pratica il numero di morti attesi in base alla media degli anni pas-
sati: oscilla, con molti pitt morti nella stagione fredda che in quella
calda, in modo del tutto affine alla cosinusoide sopra disegnata.

— pooiad deathe Bl Noreral range -~ Rasstios - Suseactalbncrusa [ Coreactcfor dtay b rgltration

All ages

Questa ¢ la durata delle ore di luce alla latitudine di 45° nello stesso
periodo, in stretta corrispondenza.

51

1

Figura da rifare con risoluzione maggiore
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In Europa le persone muoiono di pilt intorno a gennaio che intorno
ad agosto, per varie ragioni mediche, fra cui le seguenti.

C’¢ meno sole: diminuisce la temperatura, favorendo malattie.

C’¢ meno sole: si riduce la produzione di vitamina D nel corpo.

Guardando in dettaglio il grafico di EuroMOMO, per i 27 stati considerati
(2024, prima erano meno) troviamo ogni anno circa 80’000 morti alla setti-
mana in nei mesi di gennaio e 68’000 in luglio, diciamo una media annuale di

64’000 morti alla settimana con un’oscillazione di +6’000.

18.3 Le funzioni trigonometriche in Farmacia

Le funzioni goniometriche ovvero trigonometriche ricorrono un’in-
finita di volte nelle Scienze Applicate, in particolare in Fisica.

Le applicazioni in Farmacia e Chimica Farmaceutica sono rare, ma
quelle vicine ad esse sono molte, e in Fisica moltissime.

AN . . . . . .
Qua di seguito qualche ricorrenza vicina alla Farmacia.

e Si puo ricercare sul web
"Sinusoidal heart rate"
dove viene in pratica solo considerata la forma(86) sinusoidale.

e Si puo guardare la formula che da la distanza fra 2 punti sulla
Terra (identificati da latitudine e longitudine) che ipoteticamente
puo venire considerata nel tracciamento dei contatti covid, come si
vede in(®7) figura, formula con 3 funzioni goniometriche:

86 eggiamo per esempio in Sinusoidal heart rate pattern: Reappraisal of its definition
and clinical significance, di Modanlou HD, Murata Y, su The journal of obstetrics and gy-
naecology research 2004 Jun;30(3):169-80: Sinusoidal heart rate (...) was called ’sinusoidal’
because of its sine waveform (...) A true SHR is an ominous sign of fetal jeopardy needing
immediate intervention.

87Screenshot da arXiv:2105.15030 [cs.HC] https://doi.org/10.48550 /arXiv.2105.15030
“Digital Contact Tracing for Covid 19", by Chandresh Kumar Maurya, Seemandhar Jain,


https://www.google.com/search?q=%22Sinusoidal+heart+rate%22&rlz=1C5CHFA_enIT977IT977&oq=%22Sinusoidal+heart+rate%22&aqs=chrome..69i57j0i19i512l4j0i19i22i30l5.1496j0j4&sourceid=chrome&ie=UTF-8
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/15210038.
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/15210038.
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3 CONTACT TRACING

As discussed in the introduction section, our solution for contact
tracing relies on the location sharing data, i.e., GPS location of
the users collected through our app. The naive solution will be to
compute the Euclidean distance (or Haversine distance as shown in
(1), where ¢; and A; for i € {1,2} are lat/long of two users, if one
wants to be more exact) every ¢ mins for finding the contact event.

d=2r arcsin(\/sin2 ( @ )+cos(¢1) cos(¢hz) sin® ( @ )) (1)

A contact event is defined as when two users are within a distance
of d meter for at least t mins. The naive solution for contact tracing
requires computing pairwise distances and has the complexity of
O(n?) for n users and hence not feasible for large n. Therefore, we

Le formule trigonometriche stanno dietro la grafica co0mputerizzata
3D. Si veda per esempio questo spettacolare visualizzatore interat-
tivo di molecole:

https://molview.org/

e Sono alla base (con I’Analisi di Fourier) di una branca scientifica in
qualche modo tangente alle Scienze Biomediche: 1’Elaborazione di Immag-
ini.

e Gli angoli di legame della Chimica che accenneremo in 18.7.
e Nelle determinazioni posizionali dell’MRI, magnetic resonance imaging.

e La trigonometria tocca marginalmente la Farmacia anche con la Legge
di Bragg e la Legge di Snell, utili nella Cristallografia a raggi X, usata per
I’analisi dei cristalli di sostanze chimiche solide. LINK-> LINK-> LINK->

e La questione trigonometrica piu interessante in questa trattazione ele-
mentare € la funzione arcotangente perché da una distribuzione di probabilita
(di Cauchy) simile alla ben piu importante distribuzione normale, ma per certi
versi pitt semplice.

18.4 Le nozioni principali

— Grafici:

Vishal Thakre (Submitted on 22 May 2021)


https://molview.org/
https://it.wikipedia.org/wiki/Legge_di_Bragg
https://en.wikipedia.org/wiki/Snell%27s_law
https://it.wikipedia.org/wiki/Cristallografia_a_raggi_X
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/

-3

Figure 22: (nero) sinusoide, (blu) cosinusoide, (verde) tangentoide e suoi asin-
toti

— 11 seno e il coseno sono funzioni definite su tutto R a valori in R.

— Si tratta sostanzialmente della stessa funzione, ovvero piu pre-
cisamente I'una é "traslata" dell’altra:

sin(z) = cos (a: - g)

— Seno e coseno sono legate(®®) anche dall’identita goniometrica
fondamentale:

2

sin®x + cos®x = 1 (45)

— Da esse si definisce una terza funzione, la tangente:

= — x¢g+k7r,keZ (46)

88Questa & chiaramente una relazione algebrica fra seno e coseno, mentre la precedente ¢
un’identita funzionale.
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— Sono tutte funzioni periodiche:

sin(z + 2km) =sin(z) keZ,
cos(z + 2km) =cos(z) keZ

tan(z + k) =tan(z) keZ

(47)

— Impariamo, oppure ricaviamo dal circolo goniometrico (vedi dopo)

che il seno ¢ dispari, il coseno ¢ pari, la tangente ¢ dispari:

sin(-x) = —sinz
cos(—x) = cosx

tan(-x) = —tanx

— Formula di addizione del seno:

sin(z +y) =sinx cosy + cosx siny

(48)

(49)

— Da quest’ultima con y = x segue la formula di duplicazione del

Seno:

sin(2x) =2 sinx cosx

— Formula di addizione del coseno:

cos(z +y) = cosxcosy —sinxsiny

(50)

— Da quest’ultima con y = x segue una formula di duplicazione del

CcOoseno:

cos2x = cos’x —sin’x

— Da quest’ultima e dall’identita goniometrica fondamentale segue

quest’altra formula di duplicazione del coseno:

cos(2x) =2 cos?x - 1

(51)
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—In 7 seno e coseno hanno questo stesso valore:

T T V2

in— = — == 02
sin - = cos - = — (52)

— Da quest’ultima, applicando le formule di duplicazione si otten-
gono i valori di seno e coseno in 3, poi in 7, poi in 27

sinf=1 cos§=0 (53)
sinm=0 cosm=-1 (54)
sin2m =0 cos2m =1 (55)

e da quest’ultima per la 2 m-periodicita

sin0=0 cosO=1 (56)

18.5 Definizioni

Nel piano cartesiano di assi X, Y e origine O consideriamo il circolo
goniometrico che ¢ il circolo di centro O e raggio 1, rappresentato
in Figura.
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sin(0)

cos(0)

Figure 23: 1l circolo goniometrico. Wikimedia, public domain image, by
Stephan Kulla (2017)

B La lettera greca 6, spesso usata come misura di angoli, come nella
soprastante figura, ¢ la theta, traslitterata th. E la lettera di arithmos, il
numero, della citazione pitagorica all’inizio della Lezione 1, che ritroviamo
nelle parole inglesi arithmetic e logarithm.

Consideriamo un arco (del circolo) che inizia in (1,0) procedendo in
senso antiorario. Esso determina un angolo goniometrico di vertice
O. La lunghezza x dell’arco si dice misura in radiant: dell’angolo
goniometrico. E si possono considerare misure negative con archi
orientati in senso in senso orario. Chiamiamo P(z) il secondo es-
tremo dell’arco. La misura in radianti a priori € [-27,27], e poi in
effetti facendo anche piu di 1 giro, x € R. Si definiscono le funzioni
seno e coseno, sin: R - R, cos: R - R, e la tangente:

cos(x) = ascissa(P(x)) (57)
sin(x) := ordinata(P(x)) (58)

e la tangente ¢ 'ordinata del punto d’intersezione della retta O P(x)
con la retta tangente al circolo goniometrico in (1,0).

Per esempio si ha (banalmente le prime 2, difficilmente la terza)

sinm =0 cosm = -1 sinl ~ 0.84 (59)
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18.6 Gradi e radianti

In questa trattazione considereremo il seno e il coseno quasi solo
per 0 <z <7 e la tangente principalmente per —§ <z < 3.
La misura dell’angolo piatto di 7 radianti, in un altro sistema di
misura — pitl antico — si dice di 180°, e vale la proporzione

Trad - 180° = Lrad - T° (60)

che consente di passare da un sistema all’altro.
In particolare

angolo giro 360° 2 7 radianti

angolo piatto = 180° m radianti (61)

angolo retto  90° 7 radianti

Ecco alcuni degli angoli notevoli che si considerano a un livello
molto elementare:

‘O = 5 3 Z %7‘(‘ %71‘ %77 T %77 ‘277

6 4 3 2
0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 270° | 360°

e un qualche interesse ha anche 1 rad » 57°, e tutte queste cor-
rispondenze si calcolano con la (60). Quasi mai(®?) si scrive rad.

o

T
T

89Per il lettore interessato, alcuni valori numerici interessanti:

~0.785  (che di solito useremo nel senso di 7§ rad ~ 0.785 rad)

1

3~ 1.05 (che di solito useremo nel senso di 5 rad ~ 1.05 rad)
5~ 1.57 (che di solito useremo nel senso di 7 rad ~ 1.57 rad).
‘/7? ~0.707  (per esempio cos )

§ ~0.866 (per esempio cos )

? ~0.577  (per esempio tan %)
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Primi e secondi. La meta di un angolo di 7/4 radianti ha 7/8
radianti. La meta di quello stesso angolo, espresso in gradi, cioe di
45°, & 22.5° ma spesso si scrive diversamente: come

per 22 ore e mezza scriviamo 2230/
cloe

si usano i 60 minuti primi che suddividono 1 ora, similmente

si usano i 60 primi (di grado) che suddividono 1 grado
cosl

per 22.5° (22 gradi e mezzo) si puo anche scrivere 22° 30’
E ci sono anche 60 secondi in un primo (questione che non appro-
fondiamo).

Le conversioni fra le 2 scritture delle misure in gradi
con le cifre decimali, come 22.5°
coi primi e secondi, come 22° 30’
é in generale calcolo difficile; ma in questo caso é stata semplice.

Si tratta esattamente degli stessi valori della latitudine e longitu-
dine, altra questione che non approfondiamo; diamo solo a titolo di
esempio le coordinate di Trieste: 45° 39" 01" N 13° 46’ 13" E.

Si tratta naturalmente di angoli nello spazio tridimensionale, come
quelli del paragrafo seguente.

18.7 GIli angoli di legame della Chimica

Angolo di legame del metano: ~ 109°28’.

E si veda I'eptafluoruro di iodio, IF7, a questo LINK->

Altri angoli di legame a questo LINK->

Si noti che per il metano da, correttamente, 109.5°. (I 28" di 109°
28', prima detti, corrispondono, salvo approssimazione, a 0.5°).

ESERCIZIO,
Qual ¢ la misura in gradi di un angolo di %7? radianti? (E l’angolo di legame
del trifluoruro di boro BF3).


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Iodine-heptafluoride-2D-dimensions.png
https://en.wikipedia.org/wiki/Molecular_geometry#VSEPR_table
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SVOLGIMENTO
Sappiamo che 180° sono 7 radianti da cui la proporzione

Trad © 180° = Tpgq : °

e adesso 5
Trad + 180° = §7Trad iz’
Trad %WTad / 180° - z°
180° x° Trad
2
°=—-180°
T3
120°

18.8 Alcuni valori notevoli

Impariamo a leggere questo diagramma, che, senza imparare a
memoria niente, ci da seni e coseni di molti angoli notevoli.

Figure 24: Angoli notevoli e corrispondenti valori di seno e coseno
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18.9 Funzioni goniometriche inverse

Definizione classica di arcotangente.

arctan ¢ l'inversa della restrizione della tangente a ]—g, g[
(62)
Si prenda allora il secondo arco curvilineo verde nella Figura 22 e lo

si simmetrizzi rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante, e
si otterra il grafico della funzione arcotangente, rappresentato qua
sotto nella figura di destra.

In simboli:

-1
arctan := (tan | W/Q[)

Detto altrimenti,

arctanz € I’angolo « la cui tangente ¢é z, ae]l-m/2,7/[2[.
y
FATNZ w2 T
t
arctant |/ O\ - = W 777777777777777777
T

Definizione geometrica di arctan. (Senza usare tan).
Con riferimento alla figura a sinistra, si chiama arcotangente di ¢t > 0 la lunghezza
dell’arco di circolo intersezione del quarto di circolo col triangolo rettangolo (pieno)
di cateti 1 e t.
Per t < 0 si pone

arctan(—t) = —arctant

e ancora si pone
arctan0 =0

Al variare di ¢ in R si ottiene cosi la funzione arcotangente, di cui si vede in figura

un disegno (di una parte) del grafico.
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Teorema. (Ovvio)
(a) arctan ¢é dispari:

arctan(-x) = —arctan(x) (63)
(b) arctan é crescente;
(c) “arctan(-oo) = —%”, come limite, valore mai raggiunto;
(d) “arctan(+oo) = §”, come limite, valore mai raggiunto;
(

e) arctan ha grafico sigmoide.

Teorema. (Di difficile dimostrazione)

(f) arctan non ¢ né razionale né irrazionale (tecnicamente si dice
funzione trascendente, come anche sono i logaritmi);

(g) arctan ha grafico senza punti angolosi, dotato di retta tangente
in ogni punto (funzione derivabile).

Definizioni (che non diamo). Similmente all’arcotangente, vi
sono poi anche(®) I'arcoseno (aresin) e I'arcocoseno (arccos).

Esempio di Chimica. Per esempio
7 — arctan(2v/2) =
= arccos(-1/3) »
~ 1.910633

che convertendo da radianti in gradi ¢ ~ 109°28": ¢ l'angolo di

legame del metano.
Con WolframAlpha

9 Arcoseno:
arcsinx ¢ l’angolo « il cui seno & z, con « € [-7/2,7/2].

Arcocoseno:
arccosx é 'angolo « il cui coseno é z, con a € [0,7].

In simboli: i

arcsin := (sin o jo W/Z])

-1
arccos := (cos o ﬂ])
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arccos(-1/3)
da

1.9106332. . . (eccetera, moltissimi decimali non qua riportati)
e poi

convert 1.910633 rad into degrees
da

109.471° (degrees)

109 degrees 28 arc minutes 16 arc seconds

Nota 1.

L’arcotangente é variamente denotata dai vari Autori e software.
In particolare

arctan (che ¢ lo standard ISO)

tan™! (compatibile con lo standard ISO)
E ancora

arctang, arctg, ArcTan, Atn, atg, atan (e datan), rad(atan(.))...
(Non ¢ la funzione atan2, comunque correlata).

Nota 2. Ritroveremo l'arcotangente in Calcolo delle Probabilita (nella densita

di Cauchy, in 37.2). L’arcotangente appare anche nella Cristallografia a raggi
X.

Nota 3: alcuni valori notevoli. Dalle definizioni si ha subito

v 0 1 B L B 1 V3
arctan | 0 5 T3
arcsin | 0 % 2z 3
arccos | 5 % 2z 0 4

I valori mancanti in tabella non si considerano wvalori notevoli, ma esistono. (Per

esempio arcsin ? ~0.61548).

Altri valori si ottengono dalla disparita dell’arcotangente (e dell’arcoseno).
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18.10 Trigonometria — La goniometria dei triangoli

C
A
A PN
f:___ _,»v/\‘\\
/ o
'f ™~
b/ g
/ N ~2
/ .
/. .
/\\ e .
Jal s c (B
A c B

In un triangolo rettangolo di lati a, b, ¢, con angoli rispettivamente
opposti di misure «, 8, 90° i lati di misure a e bsi chiamano catet:
e l'altro ipotenusa ed é

Z=tana (64)
a=csina (65)
a=ccosf (66)

Esistono innumerevoli altri teoremi e formule di Trigonometria, e
un paio sono nella sezione di Complementi a questa Lezione.

o
X

Nota. Di questa Lezione ci si dovrebbe aspettare che lo studente
conosca a memoria le formule contemporaneamente numerate et
riquadrate, oltre a tutto 'inquadramento teorico della questione.
Non ci proponiamo di imparare a memoria nessun ALTRO valore
di seno, coseno, tangente e arcotangente, ma solo di saperli ricavare
disponendo di tabelle analoghe a quelle sopra esposte, oppure dalla
Figura 18.8 o analoga.
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* Complementi *

18.11 Complementi — Altre formule goniometriche
Formule di addizione e sottrazione:

sin(z +y) =sinxcosy + cosxsiny (vista prima)
sin(x —y) =sinx cosy — cosxsiny
cos(z +y) =cosxcosy —sinxsiny (vista prima)
cos(z —y) = cosxzcosy + sinxsiny

Formule di duplicazione:

sin(2x) =2 sinzcosw (vista prima)

2cos?x -1 (vistaprima)

cos(2z) =1 cos?x —sin’z (vista prima)
1-2sin’x
tan(2a:):f_tta;ff;, r+L+k%, kel

Formule di prostaferesi:

. . . —+ pa—
sinz +siny = 2 sin 5 cos ¢
. . —+ . pa—
sinz —siny = 2 cos ¢ sin ¢

_ Tty Ty
COSX + COSY = 2 COS =5~ COS =

cosx — cosy = -2 sin ¢ sin ¢

Formule di bisezione della tangente:

Teoszr ©#(2k+1)7

fan — = keZ
2

l-cosx
sinz 0 L #hm

Approssimazione del seno per piccoli valori dell’argomento:

sinx ~ x |z| <
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Esiste poi questa relazione funzionale fra seno e coseno:
, s
cosx =sin|x + 5

che si ottiene subito dalla (49) (ponendovi y = %).

Ed esiste una relazione differenziale fra seno e coseno, che esprim-
iamo a parole:

la retta tangente alla sinusoide nel punto di ascissa x ha coefficiente
angolare cosx

(e che in formule si esprime con D sinz = cosx che spiegheremo
nella lezione sulle derivate).

Vi sono poi le formule parametriche razionali, e molte altre.

18.12 Complementi — Il calcolo di queste funzioni

Molti valori delle funzioni. goniometriche si trovano nelle tavole
che abbiamo dato in questa lezione. Numerosissimi altri valori si
trovano in forma approssimata su tavole cartacee ora riprodotte su
internet. Valori (approssimati) si calcolano con le calcolatrici sci-
entifiche, reali o virtuali, e online con WolframAlpha.

Questione interessantissima — veramente di fondamentale impor-
tanza in Matematica — € come fanno i software a calcolare quei
valori, e come fecero i nostri antenati nei secoli passati a calcolare
i valori scritti nelle tavole cartacee.

Ebbene, quei valori (approssimati ma con quanti decimali esatti
si voglia) si calcolano con serie, ovvero in pratica somme infinite,
questione che approfondiremo in una lezione successiva.

18.13 Complementi — Angoli notevoli

Nella figura del paragrafo sui valori notevoli, si possono apprez-
zare molti angoli notevoli, espressi in gradi e radianti, e il loro cor-
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rispondente punto goniometrico, con coordinate il coseno e rispet-
tivamente il seno di quell’angolo. Per esempio

T V3

30° = cos — = ~—
COS COS 6 5

1
sin 30° = sinz =—

6 2

Semplici considerazioni di geometria elementare danno subito

-t I
x 0 3 = %71' 2T
x° [ 0° 90° 180° 270°{ 360°
sin [0 1 0 -1 0
cos [1 O -1 0 1
tan|0 A O 7 0
* %

In questa e nelle successive 4 tabelle le colonne asteriscate sono le
piu importanti.

Non ci proponiamo di imparare a memoria nessun valore
di seno, coseno, tangente (e poi arcotangente), ma solo di
saperli ricavare disponendo di queste o analoghe tabelle,
oppure dalla Figura 24.

Caveat. Nello schema soprastante ¢ da intendersi che

3
sin (— g) = sin (57) = sin(270°)
assolutamente non si intenda che -5 sia uguale a 270°.

La considerazione del quadrato inscritto nel circolo goniometrico
e col lati paralleli agli assi, che per il Teorema di Pitagora ha lato
/2, da subito, con analogo caveat come sopra (e anche dopo),
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3 T

T 71

T % %ﬂ' 277 %71'
x° | 45° 135° 225° 315°
|2 2 2 &

OB BB

s 13 ~% T3 2

tan | 1 -1 1 -1

k

La considerazione dei 2 esagoni regolari inscritti nel circolo gonio-
metrico, con un vertice in (0,1) e rispettivamente in (1,0), da

subito, dividendoli in triangoli equilateri di lato 1 e altezza @,

5 s s

5T 7% -7 -3

T | g %W %77 %W T % %7‘(’ %7? gﬂ'

x° | 30° 150° 210° 330° | x°-[60° 120° 240° 300°
1 1 I T :

tan@—@? —g tan | vV/3 -vV3 V3 V3

* *

La considerazione di decagoni regolari darebbe ancora altri valori.

18.14 Complementi — Trigonometria

In un triangolo di lati a, b, ¢, con angoli rispettivamente opposti «,
B, v valgono i seguenti 2 teoremi.

Teorema dei Seni.(9D)
a b c

sina  sinf  siny
Teorema del Coseno.(92)

2 =a?+b>-2ab cos.

91 Nasir al-Din al-Tusi, persiano, XIII sec. d.C. “He is often considered the creator of
trigonometry as a mathematical discipline in its own right", Wikipedia, 'enciclopedia libera.

92Fuclide, greco, III sec. a.C., ben noto, e Jamshid al-Kashi, persiano, XIII sec. d.C.
“Much of al-Kashi’s work was not brought to Europe, and much, even the extant work,
remains unpublished in any form", Wikipedia, I’enciclopedia libera.



370 A. Soranzo

Ed esistono innumerevoli altri teoremi e formule di Trigonometria.
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ESERCIZI SULLA LEZIONE 18

ESERCIZIO,

Qual é la misura in radianti di un angolo di 150°7
SVOLGIMENTO

Sappiamo che 180° sono 7 radianti da cui la proporzione

Trad * 180° = Tpgq : °

e adesso
Trad * 180° = Xpqq : 150°
Trad Lrad
= -150°
180°  150° /
Trad
-150° = x,q
180° Trad
_ 15
Lrad = 18 Trad
X
ESERCIZIO,

* La concentrazione sanguigna di una certa sostanza sia modellizzata nelle 24
ore del giorno da

ua(t)::2a+asin71T—2t 0<t<24
essendo a un parametro fissabile farmacologicamente. In quale orario la con-
centrazione € > 2.5 per a:=17
Svolgimento.
Seppure non sia necessario per risolvere il problema, vediamo su WolframAlpha
il grafico della concentrazione per a := 1 scrivendovi
plot 2+Sin[Pi t/12], t from O to 24
Ora (con a:= 1) abbiamo la disequazione

.7t
2+sm§ >2.5 /+ (-2)

DO | —

. i .
poniamo x := D] ottenendo sinz >
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e ci interessano solo i tempi

0<t<24 /%

t
OS%SQTFCiOéOSZESQﬂ'

e allora in [0,27] dobbiamo risolvere sinz > 3, che si fa disegnando il circolo

goniometrico, trovando subito (sono valori notevoli)
cloe

e in conclusione

Fra le 2 e le 10 di mattina

ESERCIZIO,,,,; Risolvere la seguente equazione goniometrica:

) 1
sSINT = —
2

Svolgimento
Si risolve subito disegnando un circolo goniometrico e segnandovi gli angoli %

6
5 . . . 1.
e, corrispondenti appunto a sinx = 5"

r=2+2kr v ao=3n+2kr, kel

(Si notino le periodicita).

ESERCIZIO, Approssimare cos(1) usando le (59) e (45).
Si verifichi poi su WolframAlpha con Cos[1]

ESERCIZIO,,, , Risolvere la disequazione

2018

73—cosx<2cos(x+2§)
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Svolgimento
Con la formula di addizione del coseno

2( COS T COS (2%) —sinz sin (2?77)) =
e col valori notevoli ben conosciuti

Ly o V3 .
= 2((0081’) ( - 5) — (sinx) (7)) = —cosz -3 sinx

e con il secondo membro cosi riscritto la disequazione equivale a

7 —cosx<—cosx—\/§sinx

§<—\/§sinx
- 3sinx>§ /:(—\/§)<O

) 1
sinw < ——
2

373

che si risolve subito disegnando un circolo goniometrico e segnandovi ’arco da

™

_5 _
a7 fino a —%,

—%7?'+2/C7T<I<—%+2]€7T, keZ

equivalentemente scritta

Im+2kn<x<Ur+2kn, keZ

estremi esclusi, corrispondente appunto a sinx < —% :
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IV — Statistica descrittiva

La potenza dei dati numerici, specie quando
sono confrontati almeno 2, é enorme, e
puo indurre a riflettere, e, avendone la
possibilita, a prendere una decisione piut-
tosto che un’altra. Con i conseguenti spostamenti di

soldi e di potere: per questo veniamo inondati di statistiche dai
media; che hanno padroni quelli privati, e “referenti", diciamo cosi,
quelli pubblici — e scelgono quali dati mostrarci, fra infiniti.

Esempio: alcuni dati numerici

Per la ricerca sul cancro, che causa ogni anno 150 mila morti,
I'Italia spende circa 225 milioni di dollari, mentre ne destina
30 miliardi per le spese militari. (2010, Umberto Veronesi,
che era stato Ministro della Sanita)

La Statistica Descrittiva é ottima per queste cose, quando usata

bene, ed & pessima quando usata male, per errore o dolo.

(% sono tre lwelli di gravita delle
menzogne: le bugie ufficiose (“non
ho studiato perche il criceto stava
male”), le bugie calunniose, e in-
fine la statistica.
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La Statistica in Farmacia

Amplissimo in Farmacia ¢ I'uso della Statistica Descrittiva (oggetto
di queste Lezioni) e della Statistica Inferenziale (che vedremo in
Lezioni molto successive).
Per esempio:

— Gestione: per la conduzione della farmacia come azienda;

— Ricerca: per selezionare farmaci via via migliori;
— Farmacovigilanza: per ritirare dal commercio quelli poi risul-
tati pitt nocivi che utili.

Leggiamo:(93)

Non ¢ mai venuta meno quell’attenzione al farmaco anche se in uso
da anni, che diventera l'odierna farmacovigilanza, che purtroppo
non riesce ancora ad evitare casi come la Talidomide della tedesca
Griinenthal usato dal 1957 come sedativo, antinausea che provochera
neonati focomelici e verra ritirato dal commercio alla fine del 1961
(in Ttalia con sei mesi di ritardo) o il Vioxx antinfiammatorio della
Merck messo in commercio nel 1999 e ritirato brutalmente in campo

mondiale il 30 settembre 2004 a causa dei gravissimi .danni cardio-
logici riscontrati:. casi purtroppo IlOIl 1801&131 dovuti ad
w accorciamento del tempi obbligato-

riamente molto lunghi e molto costosi che pretende una
ricerca etica.
|[Enfasi aggiuntal

93Giorgio Du Ban: La storia del Farmaco, in: Atti del 1° Convegno Nazionale — Italia ed
Europa: Storia della Medicina e della Croce Rossa — in onore di LORIS PREMUDA
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19 Introduzione alla Statistica Descrittiva

19.1 Introduzione

La Statistica Descrittiva opera su dati.

Per avere i dati, é necessaria la raccolta dati, operazione preliminare — in gen-
erale complessa e fonte di innumerevoli errori e distorsioni — che tecnicamente
non fa parte della Statistica Descrittiva.

Accenneremo alla raccolta dati, e cosa molto bella e fare esperienze in aula.

La Statistica Descrittiva si occupa essenzialmente di:

e riassumere dati, tipicamente molti,

(se sono pochi puo essere meglio elencarli)
e presentare il riassunto,

il pitt comprensibilmente possibile: medie, diagrammi, e altro.

E cosa ben diversa, piu semplice e storicamente antica, dalla Statistica In-
ferenziale che verra trattata fra le Matematiche dell’Incertezza.

In una trattazione elementare della Statistica Descrittiva non si distingue
fra popolazione e campione: abbiamo i dati che abbiamo, e quelli conside-
riamo popolazione, anche se in effetti sono un campione di una popolazione
pitt ampia. La distinzione diventa invece essenziale nella Statistica Inferenziale.

In questo testo elementare, verra tralasciata la questione della rilevazione ma-
teriale dei dati — con tutta la sua problematicita.

E in questa lezione verra trattata solo la sintesi dei dati, ovvero la rappre-
sentazione dei dati in una forma umanamente comprensibile e trattabile, cosa
particolarmente utile se i dati sono pit di una dozzina.

Si vuole riassumere i dati con 1 diagramma oppure 1 o pochi valori,
per

comprenderli
confrontarli < cosa fondamentale per i farmaci
divulgarli

e, a livello eticamente discutibile, presentarli manipolativamente (cosa che
viene fatta amplissimamente: un fenomeno in diminuzione si trova sempre
come presentarlo, almeno a livello di titolo riassuntivo, come aumento, se si
vuole, usando artifici statistici formalmente legittimi).
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19.2 Riassumere i dati: quanti gatti e quanti cani avete?

Dati rilevati a Farmacia a Trieste il 17/11/2023, per gatti e cani:

G: 000100000101101000010000232010
C:110102100000024000000010000000

Gli studenti di Farmacia partecipanti alla rilevazione

hanno da 0 a 3 gatti;

hanno da 0 a 4 cani.
Si tratta delle statistiche del minimo e del massimo, di calcolo ab-
bastanza semplice, eppure gia molto espressive della situazione,
di non cosi immediata comprensione semplicemente guardando il
dataset, specialmente se avesse 100 numeri, come in questo esem-
pio ipotetico:

2,0,3,0,3,2,1,1,2,0,2,2,2,1,1,2,1,0, 2,0, 3,4,0, 1, 4,
1,2,3,0,1,0,2,1,3,3,2,0,1,0,2,0,2,3,2, 1, 1, 2, 3, 2, 2, 4,
2,1,3,3,3,2,0,2,3,0,1,2,2,2,1,4,0,2,0,0,1,2,2, 1, 1, 1,
3,0,4,0,1,2,2,1,1,2,4,1,2,3,4,2,0,0, 3,2, 2, 3,2
E con piu calcoli potremmo trovare il numero medio di gatti, e di

cani. F vedremo molte altre forme di Statistica Descrittiva.
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Esempio. Consideriamo un fenomeno in evoluzione da un giorno 1 a un giorno 30,

tanto pill negativo per la societa quanto piu sono grandi 3 parametri a, b, c.
35

30
25
20
15
10

5

5 10 is 20 25 30

Un ingenuo direbbe che la situazione sta migliorando: i parametri negativi diminui-
scono. Invece i media del posto scrivono, a beneficio del popolo bue:
Giorno 2 Aumenta il tal parametro!
Giorno 3 Aumenta il tal parametro!
Giorno 4 Aumenta il tal parametro!
Giorno 5 Il Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 6 Aumenta il tal parametro!
Giorno 7 Il Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 8 Il Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 9 Aumenta il tal parametro!
Giorno 10 Aumenta il tal parametro!
Giorno 11 Aumenta il tal parametro!
Giorno 12 Aumenta il tal parametro!
Giorno 13 Aumenta il tal parametro!
Giorno 14 Aumenta il tal parametro!
Giorno 15 I1 Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 16 Aumenta il tal parametro!
Giorno 17 11 Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 18 Aumenta il tal parametro!
Giorno 19 11 Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 20 I1 Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 21 Aumenta il tal parametro!
Giorno 22 Aumenta il tal parametro!
Giorno 23 11 Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 24 11 Governo valuta la preoccupante situazione
Giorno 25 Aumenta il tal parametro!
Giorno 26 Aumenta il tal parametro!
Giorno 27 Aumenta il tal parametro!
Giorno 28 Aumenta il tal parametro!
Giorno 29 Aumenta il tal parametro!

Giorno 30 I1 Governo valuta la preoccupante situazione
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19.3 Esempio di possibile raccolta dati

Fare in aula una raccolta dati ¢ interessante ma bisogna fare es-
trema attenzione al rispetto per la persona (non si possono chiedere
il peso e 'altezza, nemmeno in questionari anonimi) e alla possibil-
itd concreta che gli studenti conoscano il dato richiesto (non si puo
chiedere quanta vitamina D o rame hanno nel sangue perché in gen-
erale non lo sanno). La raccolta dati e successive analisi statistiche
sono estremamente valevoli didatticamente e piacciono molto agli
Studenti. Alcune possono essere fatte a voce, altre anonimamente.

Ecco una possibile raccolta dati, fattibile addirittura pubblicamente
a voce in aula: Quanti animali domestici possiedi?
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Figure 25: Raccolta dati, Matematica per Farmacia a Trieste, in un anno e con
4 domande che non specifichiamo. Si era consegnato un foglio bianco ad ogni
presente in aula e le risposte andavano scritte nei 4 quadranti ideali del foglio.
Raccolta dati anonima, risposte lette via via ad alta voce da una volontaria,
e trascritte alla lavagna con successiva distruzione dei fogli. Il valore anomalo
(outlier) un milione ¢ trascritto come 10°. Un trattino orizzontale indica un
dato mancante: un partecipante ha scritto che non sa invece di rispondere con
un numero, e forse intendeva 0 o proprio che non sa rispondere, in ogni caso
¢ un dato mancante classificabile come "non sa/non risponde" oppure come
dato mancante per qualsiasi causa.

19.4 Il dataset e le operazioni su esso

L’insieme dei dati xq,..., 7, (che spesso sono numeri ma non sem-
1y--esdm

pre) si chiama dataset e non ¢ un insieme in senso matematico

perché le ripetizioni dei valori sono ammesse e non vanno elise.

Si considerano dataset, via via piu trattabili matematicamente:
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e nominali: per esempio con valori in { pari, dispari }
pari, pari, dispari, pari, dispari, dispari (¢ un dataset)
oppure con valori in { integro, spezzato, bifido }
integro, spezzato, spezzato, bifido, integro, integro (¢ un dataset)

e ordinali: per esempio, per valutare un farmaco antidepressivo
potremmo considerare questi valori non numerici

morte

grande peggioramento

medio peggioramento

lieve peggioramento

stabile

lieve miglioramento

medio miglioramento

grande miglioramento
e dopo il trial clinico avere un dataset di — per esempio — 172 valori
di quel tipo.

Oppure, altro caso:
sono completamente d’accordo,
sono d’accordo,
sono parzialmente d’accordo,
non sono d’accordo,

non sono assolutamente. d’accordo.
e numerici: 3, 1, 2, 4, 6, 1000, 6. Quelli che pit ci interessano.

Anche nei dataset ordinali si potra fissare una corrispondenza con
numeri, ma non avra alcun senso fare la media fra 3 soggetti con:
lieve miglioramento, medio miglioramento, morte. Se invece la
“perdita infinita" viene esclusa, una media in qualche modo si potra
anche fare, con opportuna trasformazione in valori numerici. (E alla
fin fine — di necessita in virtu — qualcosa riusciranno a fare anche
con la perdita infinita).

Fra le variabili nominali si distinguono quelle dicotomiche ovvero bi-
narie, con 2 soli valori, come pari/dispari, vivo/morto, successo/fallimento,
0/1: Link->


https://it.wikipedia.org/wiki/Variabile_dicotomica
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Considereremo 2 capitoli della Statistica Descrittiva:

o le rappresentazioni grafiche: Lezioni 20, 21;
o le statistiche di sintesi, funzioni f(xy,...,x,) con un numero n a
priori indeterminato di argomenti. Inizieremo da queste.

Ecco alcune statistiche di sintesi per un dataset:

e il minimo: min(zy,...,x,) < per un dataset almeno ordinale;

e il massimo: max(zy,...,x,) < per un dataset almeno ordinale;

e la somma: x1 + ... + x, < per un dataset numerico.

Il significato delle soprastanti statistiche di sintesi ¢ ovvio. Si cal-
colino quei 3 valori per questo dataset: %, %, 0.3, %0’ e, e !, %
Per esempio (ipotetico, di farmacologia veterinaria) ¢ immensa-
mente pit significativo dire che fra 100000 ostriche sono state trovate
perle con un minimo di 0 e un massimo di 4 in ogni esemplare per
un totale di 41 320 perle, piuttosto che elencare il numero di perle
0, 0,1, 0,2, 0,0,0,0, 1... di ciascuno degli esemplari. Abbi-
amo riassunto 100000 numeri con 3, minimo massimo e somma,
e capiamo perfino meglio la situazione che con pagine di numeri!

E soprattutto possiamo meglio confrontarla con la situazione di
un’altra vasca di 100000 ostriche, magari nutrite/trattate diversa-
mente, che analogamente riassumeremo con quei 3 indici.

Piu in dettaglio considereremo queste altre statistiche di sintesi:
e gli indici di posizione:

o quelli che vorrebbero riassumere in 1 solo valore “medio" il
complesso dei dati, e saranno 'argomento di questa Lezione 19.10;

o quelli che vorrebbero riassumere in 5 valori o corrispondente-
mente 1 diagramma il complesso dei dati, Lezione 21;
e ¢li indici di dispersione ovvero variabilita, Lezione 22, che vorreb-
bero quantificare con 1 numero la non omogeneita di dati numerici.
o Esiste anche 1 indice numerico, la skewness, che con una complicata formula
misura quantitativamente ’asimmetria dei dati, che pero noi tratteremo solo

qualitativamente.
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Ed esistono altri indici che non tratteremo (come la curtosi).

19.5 Medie

Media (aritmetica). Da ora consideriamo un dataset {1, ..., 2, }.

Esempio.

Sul covid-19 in Italia, leggiamo in
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_
4_ottobre.pdf

Dati al 7 settembre 2020 (...) da 4190 deceduti per i quali & stato
possibile analizzare le cartelle cliniche. Il numero medio di patolo-
gie osservate in questa popolazione ¢ di 3,4

Facile, ottimo anche per i voti, ma il reddito medio di questi
3,1,2,4,6,1000,6

¢ 146, non poi cosi espressivo della situazione globale, a causa
dell’ outlier 1000, valore anomalo ovvero aberrante.

Tratteremo in seguito la questione dei valori anomali ma anticipi-
amo che talvolta vengono semplicemente eliminatz.

Media geometrica. Per n numeri positivi (invece la media arit-
metica non lo richiede), ¢ la radice n-esima del loro prodotto:

GM(z1,...,xy) = (27 - :Un)% :

Nell’esempio numerico soprastante ~ 7.05; con WolpframAlpha
geometric mean 3,1,2,4,6,1000,6

Nota 1. Per quanto possa interessare il lettore, 'opinione dello
scrivente € che piu della meta delle volte in cui negli articoli scien-
tifici si fa una media aritmetica, la media geometrica sarebbe stata
piu pertinente; e plausibilmente, in progresso di tempo la media ge-
ometrica sostituira largamente la media aritmetica. Certo, la media


https://it.wikipedia.org/wiki/Curtosi
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_4_ottobre.pdf
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_4_ottobre.pdf
https://www.wolframalpha.com/input?i=geometric+mean+3%2C1%2C2%2C4%2C6%2C1000%2C6
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geometrica ¢ meno semplice calcolarla, almeno a mano.

Nota 2. Alcuni Autori ritengono che la media geometrica sia meno
sensibile agli outlier della media aritmetica, ma questo non puo es-
sere affermato con certezza matematica, dipende da ogni singolo
dataset.

Riguardo alle applicazioni non lontane dalle Scienze Biomediche, leggiamo in
Wikipedia, I’enciclopedia libera, alla voce “Geometric mean":

starting from 2010 the United Nations Human Development Index did
switch to this mode of calculation, on the grounds that it better re-
flected the non-substitutable nature of the statistics being compiled
and compared:
The geometric mean decreases the level of substitutability
between dimensions [being compared| and at the same time
ensures that a 1 percent decline in say life expectancy at
birth has the same impact on the HDI as a 1 percent decline
in education or income. Thus, as-a basis for comparisons
of achievements, this method is also more respectful of the
intrinsic differences across the dimensions than a simple
average.

In pratica, se un Paese porta l’aspettativa di vita da 40 a 60 anni, questo verra
ben rilevato facendo la media geometrica con il reddito pro-capite; se invece
si facesse la media aritmetica, I'incremento di reddito da 4000 a 4040 dollari
peserebbe di pit: l'incremento ¢ di 40 invece che 20, ma ¢ solo I'1%, mentre
da 40 a 60 ¢ del 50%. La media geometrica appare migliore quando dobbiamo

riassumere dati che variano su scale molto diverse. E anche in altri casi.

Media (aritmetica) ponderata (o pesata). Dati dei pesi ay, ..., ay,
di somma 1, la media pesata del dataset {x1,....,z,} & ajxy + ... +
AnTp-

(Detto semplificatamente) pesi a, maggiori di % sono associati a dati che si
vuol far “pesare" di piu nella considerazione finale.

Per esempio nella media pesata
0.4voto_Matematica + 0.4voto_Chimica + 0.2voto__Marketing

il voto nell’esame di Marketing pesa/conta meta di ciascuno degli altri voti.

Per il lettore interessato: esistono varie altre “medie".


https://it.wikipedia.org/wiki/Media_(statistica)
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Mediana. Il numero centrale dei dati riordinati, adesso 4: 1,2, 3,
4,6,6,1000. E se i dati sono in numero pari, si considera la media
dei 2 centrali. La mediana é definita anche per valori ordinali al-
meno se il numero di dati é dispari.

Leggiamo (11 novembre 2022) in https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/
sars-cov-2-decessi-italia

al 10 gennaio 2022 (...) Complessivamente, le donne decedute
dopo aver contratto infezione da SARS-CoV-2 hanno un’eta pii
alta rispetto agli uomini (eta mediane: donne 85 anni — uomini 80
anni).

Moda. Il valore piu frequente. Nel nostro esempio ¢ 6 ma in gen-
erale non € definita perché i numeri sono tutti diversi o perché 2 o
pitt valori sono ripetuti ugualmente. Eeco per esempio un dataset
bimodale: 6,6,6,6,7,7.5,7.5,8,8,8,8,8.5,8.5,9,9.5,10, 10.

La moda ¢ definita anche per dati nominali, neppure ordinali, per
esempio in ogni nazione c¢’é¢ un cognome piu frequente.

Confronto fra media, mediana e moda.
Su Wikipedia, 'enciclopedia libera, alla voce “Mode (statistics)"

troviamo questo significativo esempio:
1,2, 2 3,4,7,9; media=4, mediana=3, moda=2.

Leggiamo (11 novembre 2022) in https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/
sars-cov-2-decessi-italia

al 10 gennaio 2022 (...) L’eta media dei pazienti deceduti e positivi
a SARS-CoV-2 ¢ 80 anni (mediana 82 (...)).

Non ordinamento fisso di media, moda e mediana
Media, mediana e moda sono 3 valori che possono presentarsi in
qualunque ordine fra loro: dipende dal dataset.

Media interquartile. Leggiamo su Wikipedia, ’enciclopedia lib-
era, alla voce Central tendency:


https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/sars-cov-2-decessi-italia
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/sars-cov-2-decessi-italia
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/sars-cov-2-decessi-italia
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/sars-cov-2-decessi-italia
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The method is best explained with an example. Consider
the following dataset:

5,8,4,38,8,6,9,7,7,3,1,6

First sort the list from lowest-to-highest:
1,3,4,5,6,6,7,7,8,8,9, 38

There are 12 observations (datapoints) in the dataset, thus
we have 4 quartiles of 3 numbers. Discard the lowest and
the highest 3 values:

153545 5,6,6,7, 7, 8, 859538

We now have 6 of the 12 observations remaining; next, we
calculate the arithmetic mean of these numbers:

xXIQM = (5 +6 +6 +7+7+8)/6=6.5

This is the interquartile mean.

For comparison, the arithmetic mean of the original dataset
is
5+8+4+38+8+6+9+7+7+3+1+6)/12=
8.5

due to the strong influence of the outlier, 38.

(Che 38 vada considerato outlier ¢ opinabile).
Con artifici si definisce per un numero di dati non quadruplo.

Detto grezzamente, consideriamo il reddito medio delle persone me-
die, al netto di mendicanti e ricconi, che quelli ci sono comunque
dappertutto.

ES' 2 2019
~ 11 cai"bonio risulta avere — almeno secondo alcuni Autori: non possiamo qua
garantirlo in forma assoluta e fare Chimica o Fisica; si veda Wikipedia in
inglese alla voce Isotopes of carbon — 12 isotopi non reperibili in natura (oltre
a 3 reperibili in natura) con queste emivite approssimative:

3,5x 1072t s, 126,5 ms, 19,3 s, 20,364 min, 2,45 s, 0,747 s,

193 ms, 92 ms, 46,2 ms, 16 ms, <30 ns, 6,2 ms.
Dopo aver convertito minuti, millisecondi e nanosecondi in secondi con le note
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formule
1 min=60 s, 1 ms=0,001 s, 1 ns=0,000000001 s,
determinare la media interquartile delle emivite.
SVOLGIMENTO
Con la conversione in secondi le emivite sono, nell’ordine iniziale dei dati,
3,5x10721 5, 0,1265 s, 19,3 s, 1221,84 s, 2,45 s, 0,747 s,
0,193 s, 0,092 s, 0,0462 s, 0,016 s, < 0,000000030 s, 0,0062 s.
Ovvero, in ordine crescente, omettendo I'unita di misura,
3,5 x 1072! - questo e il seguente potrebbero doversi scambiare
< 0,000000030 — vedi nota alla linea precedente
0,006 2
0,016
0,046 2
0,092
0,126 5
0,193
0,747
2,45
19,3
1221, 84.
I 12 valori ordinati sono 4 terne di valori, ed eliminate la prima terna (coi
valori pitl bassi) e 'ultima (coi valori piu alti), i 6 valori centrali sono
0,016
0,046 2
0,092
0,126 5
0,193
0,747
e la loro media ¢ il valore cercato, la media interquartile, in secondi:

0,016 +0,0462 + 0,092+ 0,126 5+ 0,193 + 0,747 _ 1,2207 _

IQM =
Q 6 6

~ 0,203 s

(IQM (acronimo di InterQuartile Mean) & un simbolo classicamente usato per

la media interquartile; anche iqm e ziqum).

19.6 Inesistenza di una media migliore di tutte

Non esiste una media che sia la migliore di tutte in ogni caso.
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Eppure avremo sempre bisogno di una qualche media, mica possi-
amo fermarci a dare liste di migliaia o milioni o miliardi di numeri:
¢ necessario quel passo avanti che riassume i dati in 1 numero medio.

Se veramente siamo interessati a produrre
(1) un valore in qualche modo “medio" dei dati
(2) che prescinda dai casi/valori eccezionali
allora

e mediana e
e media interquartile

— sono decisamente valide

-+ ma solo la mediana ¢ sempre facilmente calcolabile

* invece la media aritmetica richiede di escludere gli outlier:
o se i dati sono pochi si puod fare a_ mano ma lasciandoci dubbi
o se i dati sono moltissimi non si puo proprio fare a mano

pero

> si puo fare informaticamente con varie regole che definiscono
gli outlier, ma in diversi modi a seconda degli Autori.

19.7 Disilludersi sulle medie anche senza outlier

Non ci si illuda: non esiste alcun tipo di statistica di sintesi che
riassuma bene con 1 solo numero ogni dataset, neppure in assenza
di outlier. Spesso la mediana rappresenta bene il soggetto “tipico",
ma non sempre: in un cortile con 6 cani e 6 galline, la media e la
media interquartile e la mediana del numero di zampe per animale
¢ 3. Che non rappresenta alcun caso tipico. (E la media geometrica
¢ ~ 2.83, di male in peggio). Nemmeno l'unimodalita rappresenta
una garanzia per la mediana, pur in generale cosi valida: con 1
grillo, 5 cani e 6 galline

6,4,4,4,4,4,2,2,2,2,2,2 (moda=2)

la mediana ¢ ancora 3.
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Cosi, il numero medio di tumori alla prostata e all'utero, di I, II
e III grado, in un determinato gruppo di soggetti non ha nessun
valore statistico: bisognera fare statistiche separate per genere.

Nota 3. WolframAlpha calcola online

la media con mean seguito dalla lista di numeri: 1ink->

la mediana con median seguito dalla lista di numeri: 1ink->

la media geometrica con geometricmean seguito dalla lista di
numeri: link->

19.8 Stratificazione per eta in Medicina e Farmacia

Nelle statistiche di Medicina e Farmacia, i-dati relativi all’essere
umano talvolta vengono variamente stratificati per eta e tipica-
mente sono presentati in:

0-4

5-9

10-14

oppure a decenni
10-19
20-29

o anche, a ventenni,
20-39
40-59
60-79

Si considerano gli anni compiuti. e allora chi avesse 19 anni e 11
mesi sta nella classe 10-19.
19.9 Sul trasformare dati ordinali in dati numerici

La trasformazione di dati ordinali in numerici introduce
elementi di arbitrarieta. Vediamo un esempio.


https://www.wolframalpha.com/input/?i=mean+100+1+2+3+4+5
https://www.wolframalpha.com/input/?i=median+100+1+2+3+4+5
https://www.wolframalpha.com/input/?i=geometricmean+100+1+2+3+4+5
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Supponiamo che un’organizzazione raccolga dati sulla soddisfazione
degli utenti sulle prestazioni di un suo organo: per esempio un’univer-
sita, sull'insegnamento di un suo docente — caso reale in Italia.
L’'utente puo scegliere, per valutare il suo grado di soddisfazione,
fra

no

pit no che si

piu si che no

S
Un’universita trasforma i valori ordinali in numerici con lo schema

2

5

7

10
e un’altra con quest’altro, altrettanto legittimo:

1

2

3

4
Consideriamo i giudizi sui famosi Professori Pinco e Pallino, dati
dai loro 2 studenti per ciascuno:

Pinco: pitt no che si, si: 5+10=15 oppure 2+4=6

Pallino: piu s1 che no, pit si che no: 7+7=14 oppure 3+3=6.
Col primo schema Pinco figura meglio di Pallino, 15 a 14, e col
secondo sono pari, 6 a 6.

19.10 Le medie creano illusioni percettive

In https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/
Report-COVID-2019_4_ottobre.pdf leggiamo

Dati al 7 settembre 2020 (...) L’eta media dei pazienti
deceduti e positivi a SARSCoV-2 é 80 anni


https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_4_ottobre.pdf
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_4_ottobre.pdf
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e coi dati al 5 ottobre 2021 ¢ ancora 80 anni. Eppure dall’aprile
2021 al settembre 2021 I'eta media dei morti ¢ molto piu bassa,
come si vede in Figura 3 di https://www.epicentro.iss.it/
coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_5_ottobre_2021.
pdf. Addirittura, dal grafico vediamo che nel giugno 2020 I’eta me-
dia era circa 84 anni e nel giugno 2021 (poco meno di) 76. Niente
di strano: i morti del periodo estivo sono pochi nel 2020 e molti di
pitt ma comunque pochi nel 2021, la media la fanno principalmente
i morti di marzo-aprile 2020 e poi novembre-maggio.


https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_5_ottobre_2021.pdf
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_5_ottobre_2021.pdf
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/bollettino/Report-COVID-2019_5_ottobre_2021.pdf
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ESERCIZI SULLA LEZIONE

ESERCIZIO

12018
* Considerato il seguente dataset

19.6819.2019.63 18.94 18.81 18.10 18.63 18.850.01 19.51 19.54

che possiamo supporre misurazioni di parametri corporei, si determini la me-
diana dopo avere eliminato un outlier.

SVOLGIMENTO
Chiaramente 0.01 é 'outlier preannunciato. (Potrebbe ragionevolmente provenire
da un momentaneo malfunzionamento di una macchina che ha prodotto i dati).
I 10 dati rimanenti riordinati in modo crescente sono

18.1018.63 18.81 18.8518.94 19.20 19.5119.54 19.63 19.68.
I 2 centrali ovvero mediani sono il 5° e il 6°, eliminando 4 da ogni parte:
18.94 19.20

la cui media aritmetica é il risultato cercato:

19.07

(Se non si eliminasse 1'outlier — talvolta non é poi cosi evidente che qualche
valore vada scartato — la mediana sarebbe alquanto simile, 18.94, mentre nei
2 casi le medie aritmetiche sono molto piu diverse fra loro, rispettivamente
19.089 e 17.3536; la mediana ha il pregio di risentire poco degli outlier, il che
in casi complessi con migliaia o milioni di dati, e magari nessuna certezza su
quanti e quali sarebbero da considerare outlier, ¢ molto significativo).

ESERCIZIO,,,,,
~ Si supponga di avere questi dati di un ospedale in anni successivi, relativi ai
consumi di un certo farmaco:

1907 4257

1908 3956

1909 3936

1910 4183

1911 4114

1912 4525

1913 4188

1914 4111
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1915 4404
1916 4180
1917 0
1918 0
1919 4361
1920 4035
Dopo aver eliminato gli outlier, determinare la media interquartile dei dati sul
consumo del farmaco. (Si approssimi all’intero piu vicino).
SVOLGIMENTO
Gli outlier sono i due 0 (verosimilmente dovuti alla guerra).

Ordiniamo il dataset rimanente, che ha 12 elementi:
3936, 3956, 4035, 4111, 4114, 4180, 4183, 4188, 4257, 4361, 4404, 4525
Eliminiamo i primi 3 e gli ultimi 3 valori

[3936, 3956, 4035, ]4111, 4114, 4180, 4183, 4188, 4257[, 4361, 4404, 4525]

e la media dei 6 rimanenti é
~4172.17

e approssimiamo come richiesto:

4172

Nota. Mostriamo la straordinaria insensibilita della media interquartile agli
outlier rispetto alla media aritmetica. I 12 valori non nulli provenivano da
una variabile aleatoria pitt 0 meno normale, e poi erano stati aggiunti 2 zeri
in corrispondenza ad anni di guerra. Ora, in questo caso € ben evidente che si
tratta di outlier per una serie di motivi:

molto diversi dagli altri valori

valori esattamente 0

corrispondenza con anni di guerra.
Ma in altri casi non € cosi evidente quali valori considerare outlier, per elimi-
narli “a mano". Allora potremmo fare la media aritmetica di tutti i valori, che
pero verrebbe fortemente influenzata dagli outlier. Invece la media interquar-
tile dei 12 valori degli ultimi 12 anni, dal 1909 al 1919, senza escludere gli
zeri,

1909 3936

1910 4183

1911 4114

1912 4525

1913 4188
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1914 4111

1915 4404

1916 4180

1917 0

1918 0

1919 4361

1920 4035
é 4135, alquanto simile a quella di prima. Gli zeri sono finiti nelle porzioni
scartate.
Insoma la media interquartile ci mostra di cogliere il vero valore “medio” della
variabile aleatoria retrostante al fenomeno quando esso avviene normalmente,
e lo fa in un modo automatico, con una formula, che non richiede I’esclusione
a mano degli outlier, cosa impossibile se i dati sono milioni.
La media aritmetica 3503 invece & molto minore (essenzialmente a causa dei 2
zeri) della media 4188 dei 12 valori non nulli iniziali (¢ qua si vede la sensibilita
della media aritmetica agli outlier).
Sarebbe bello mostrare che similmente avverrebbe considerando tutti i 14 valori
iniziali, ma sfortunatamente la definizione di media interquartile per campioni
con un numero non quadruplo di elementi non é facilissima per un calcolo a
mano.
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20 Bar chart, istogrammi, e altri diagrammi

20.1 Diagrammi a torta

Il diagramma a torta ha un ovvio significato: gli angoli o equivalentemente le
aree sono proporzionali contemporaneamente ai valori assoluti o alle frazioni
percentuali da rappresentare. (La proporzionalita agli uni ¢ equivalente alla
proporzionalita alle altre). Si veda in questo link-> un diagramma a torta
di interesse farmaceutico coi valori assoluti riportati (le percentuali no, sono
lasciate all’occhio del lettore che vede le fette della torta; puod essere un’utile
esercizio calcolarne qualcuna).

(Pitt complessa ¢ la situazione in cui oltre alle percentuali relative a 2 o piu
casi, il che necessita di 2 diagrammi a torta, si voglia rappresentare anche un
altro dato per ciascuno dei casi, e allora si faranno diagrammi a torta di diverse
dimensioni).

Gli angoli si misurano col goniometro; ma anche a occhio si puo fare qualcosa.
11 diffuso software Excel fa i diagrammi a torta.

Funzionano veramente bene solo se i valori da rappresentare sono molto pochi,
magari 2 o 3, e specialmente se sono molto diversi fra loro, come 66% e 32% e
2% — ma non di pit di 2 ordini di grandezza: valori come 90%, 9.9%, 0.07% e
0.03% (I'ultimo ha solo circa 1 decimo.di grado e il penultimo 2 e mezzo) non
saranno concretamente apprezzabili su un normale foglio a stampa, o schermo
di computer.

Spesso si raggruppano_in-una classe i valori pit piccoli, o piu grandi.
Si veda un esempio in https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/sars-cov-2-decessi-itali
2 dove in una stessa classe sono i casi “3 o piu".

Si evitino come la peste gli ingannevoli diagrammi a torta tridimensionali in
rappresentazione prospettica.

20.2 Catastrofe Statistica: dati mancanti e drop out

Una catastrofe della Statistica ¢ il fenomeno dei dati mancanti.
Si veda un esempio nella prima figura del paragrafo seguente.

Un caso particolare di dati mancanti ¢ quello dei drop out, partecipanti che
abbandonano un trial clinico prima del suo completamento: sono una catas-
trofe della Statistica Medica. Ragioni il Lettore: se un cosmetico sperimentale
é stato dato a 1000 persone, e dopo un mese rispondono a un questionario 400
persone, e magari risulta che mediamente sono soddisfatte, che valore ha quel
risultato statistico? Magari sono alle Seichelles a godersi i risultati, o sono in
gravi condizioni e non ci rispondono piu al telefono; o sono morti?


https://www.pewtrusts.org/en/research-and-analysis/fact-sheets/2013/11/11/persuading-the-prescribers-pharmaceutical-industry-marketing-and-its-influence-on-physicians-and-patients?fbclid=IwAR3YRfG4g7bDhUTDfLwyaStXJvaN2YekMAe7gpRpgAYRA50nEcP0R1mG2I8
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/sars-cov-2-decessi-italia#2
https://www.epicentro.iss.it/coronavirus/sars-cov-2-decessi-italia#2
https://www.businessinsider.com/pie-charts-are-the-worst-2013-6?IR=T
https://www.businessinsider.com/pie-charts-are-the-worst-2013-6?IR=T
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20.3 Istogrammi a barre o bar chart, e istogrammi

SEASONAL FLU VACCINE EFFECTIVENESS
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https://www.cdc.gov/flu-vaccines-work/php/effectiveness-studies/index.html
* 2020-2021 flu vaccine effectiveness was not estimated due to low influenza virus

circulation during the 2020-2021 flu season.

I diagrammi a colonne ovvero bar chart ovvero istogrammi a barre,
e gli istogrammi — purtroppo con ambiguita nominalistiche nei vari
testi — sono diagrammi per la visualizzazione di dati. Nei bar chart
I’altezza di ogni colonna — o la lunghezza se disposta orizzontal-
mente — rappresenta un valore, negli istogrammi 1’area rappresenta
un valore:

bar chart — altezza ovvero lunghezza — valore
istogramma — area — valore

Spesso in italiano chiamano istogrammi quelli che in questo testo
piu precisamente chiamiamo bar chart.

Mostriamo un istogramma, nel senso di questo testo (area=valore),
e poi ci occuperemo maggiormente di bar chart: LINK->

Si noti che la grandezza sull’asse delle ascisse ¢ continua e non
potrebbe essere che cosi.


https://www.cdc.gov/flu-vaccines-work/php/effectiveness-studies/index.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Histogram#/media/File:Travel_time_histogram_total_n_Stata.png
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Torniamo dunque ai bar chart.

Esempio. Dati rilevati a Chimica e Tecnologie Farmaceutiche di
Trieste il 20/11/2023, sul numero di gatti e di cani che gli studenti
(presenti in aula) hanno:
G:320020000100100001110000001003°1
C:0020120100000120101020001212221

[stogramma a barre delle frequenze per il dataset dei gatti di CTF:
0 gatti: studenti 22 | ......... .. ... ... . ...
1 gatto: studenti 6 | ......
2 gatti: studenti 2 |
3 gatti: studenti 2 |

Si noti che € possibile che una colonna rappresenti, per cosi dire, un
valore medio di dati gia considerati in altre colonne, per esempio in
questo LINK->

Le varie barre possono avere colori che le associano fra loro: LINK->

Ma si faccia attenzione nell’interpretare le statistiche per-
ché molto dipende da come si raggruppano i dati. Nel
linkato diagramma sulle cause di morte il cancro compare poco
perché ¢ stato disaggregato in vari tipi di cancro. Considerandoli
tutti, il cancro ¢ la seconda causa di morte, dopo le malattie cardio-
circolatorie. Addirittura qua disaggregando i tumori in tanti tipi
diversi fa apparire il covid come prima causa di morte in Italia,
datato 3 maggio 2020: LINK->

If you torture the data long enough, it

will confess to anything.
(In questo LINK-> & in articolo su PubMed).


https://www.istat.it/it/violenza-sulle-donne/il-fenomeno/omicidi-di-donne
https://www.who.int/news-room/fact-sheets/detail/the-top-10-causes-of-death
https://nova.ilsole24ore.com/infodata/il-covid-19-e-diventato-una-delle-principali-cause-di-morte-del-2020-ecco-cosa-dicono-i-dati/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3900086/
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Si faccia attenzione nell'interpretare i bar chart in scala logarit-
mica perché le altezze rappresentano si i valori ma non in modo
proporzionale ad essi: LINK->

I bar chart possono rappresentare anche valori negativi: LINK->

Naturalmente si faccia attenzione a distinguere i valori assoluti dai
valori relativi; per esempio di vari stati o regioni si possono con-
siderare 1 morti di covid come numero assoluto, o come morti per
milione o centomila abitanti. Vediamo un esempio in cui i valori
sono gia opportunamente scalati sul migliaio di-abitanti in questi
spettacolari diagrammi a bolle interattivi; LTNK->

Si vedano vari tipi di bar chart di interesse specificamente farma-
ceutico in questo LINK->

Quella sorta di pelucchi che si vedono su certi bar chart rapp-
resentano le deviazioni standard; concetto che vedremo, e che in
sostanza rappresentano la variabilita della grandezza rappresentata,
all'interno del campione da cui proviene.

ESERCIZIO .,
~ In un articolo scientifico(?4) della rivista Neuropsychopharmacol-

ogy leggiamo

Patients were treated two to three times per week with
high-frequency MST (i.e., 100 Hz) (N=24), medium fre-
quency MST (i.e., 60 or 50 Hz) (N=26), or low-frequency
MST (i.e., 25 Hz MST) (N=36)

Si disegni un istogramma a barre (bar chart) coi valori N; denom-
inando N l'asse delle ascisse, con barre denominate (lo si scriva
entro esse)

high-frequency MST
medium frequency MST

9 Magnetic seizure therapy (MST) for major depressive disorder, Neuropsychopharma-
cology (5 September 2019), Zafiris J. Daskalakis, Julia Dimitrova, Shawn M. McClintock,
Yinming Sun, Daphne Voineskos, Tarek K. Rajji, David S. Goldbloom, Albert H. C. Wong,
Yuliya Knyahnytska, Benoit H. Mulsant, Jonathan Downar, Paul B. Fitzgerald & Daniel M.
Blumberger


https://www.graphpad.com/support/faq/graph-tip-dont-use-a-log-scale-on-a-bar-graph/#:~:text=A%20log%20scale%20has%20no,at%200.001%2C%2010%20or%20100.&text=Bar%20graphs%20with%20a%20logarithmic%20axis%20can%20be%20misleading.,on%20a%20stacked%20bar%20chart.
https://www.economist.com/graphic-detail/2020/10/23/some-rich-people-are-getting-even-richer-during-the-pandemic
https://www.emcdda.europa.eu/topics/pods/waste-water-analysis_en
https://www.google.com/search?q=glycemia+bar+chart&tbm=isch&ved=2ahUKEwithtPn39XsAhXJw4UKHdIyDx4Q2-cCegQIABAA&oq=glycemia+bar+chart&gs_lcp=CgNpbWcQAzoGCAAQBxAeOggIABAIEAcQHlDISVjdWmDNXWgAcAB4AIABUogB4gSSAQE4mAEAoAEBqgELZ3dzLXdpei1pbWfAAQE&sclient=img&ei=WpWYX63xIMmHlwTS5bzwAQ&bih=617&biw=1280
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low-frequency MST
e all’estremita di ogni barra si scriva la frequenza relativa, cioé
N;/Niot, espressa percentualmente, con 1 decimale.

e Considerato il dataset

2,3,1,4,1,5,3,4,7,1,2,4,5,9,4,8

se ne rappresenti il bar chart. Poi si rappresenti 'istogramma con intervalli [0, 2.5,

[2.5,5[, [5,7.5[, [7.5,10[, e poi con intervalli [0,2.5[, [2.5,5[, [5,10[.

20.4 Eventuali asimmetrie nei dataset: skewness

Una distribuzione coi dati pitt “addensati" verso i valori bassi che quelli alti
si dice right skewed, e si intuisce com’¢ una distribuzione left skewed. (Queste
non sono definizioni rigorose(%>) ma permettono di decidere nella generalita
dei casi non particolarmente “capricciosi").
Si provi con un diagramma a colonne coi dati

12.2 20%,

12.4 30%

12.6 25%

12.8 12.5%

13.0 5%

13.2 ™%

13.4 3.5%

13.6 2%

20.5 Funzioni a campana varie

Facendo un bel po’ di istogrammi a barre di dati presi dalla realta
sensibile, si trovera che spesso le barre si dispongono a formare piti

O ImMeno una campalna.

Praticamente dietro quasi ogni
fenomeno della realta sensibile c’é
in qualche modo una funzione piu

9311 lettore interessato cerchera sulla rete la formula, piuttosto complessa, che quantifica
la skewness.
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0 meno a campana. Imparare a ri-

conoscere queste configurazioni a cam-

pana aumenta enormemente la com-
prensione della realta.

La campana puo avere 2 significati principali: una
densita, la classica

“distribuzione piti o meno a campana',

col suoi casi estremi rari e quelli medi piti comuni,
oppure,

se in ascissa abbiamo il tempo, talvolta rappre-
senta (quantitativamente) la classica

“parabola della vita",

valida anche per una comunitd microbica, per
la potenza dell’Impero Romano, per la concen-
trazione di un farmaco immesso nel sangue, il
numero di malati in un’epidemia, o quant’altro:
sorgere, ascendere, declinare, finire.
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Figure 26: Qual era l’eta della madre al momento della tua nascita? Anni
compiuti, numero intero. Rilevazione in aula(2023) con questionario anonimo.
Anni madre — frequenza: 21 1,220, 231,24 1,250,260, 27 1, 28 0, 29 2, 30
2,314,323,332,343,352,36 0,374, 382,390, 40 0, 41 1.

Qua stiamo parlando di curve “pitt o meno a campana'" mentre con
“curva a campana" di solito si intende proprio la campana gaus-
2

: o 2
siana, grafico della densita normale standard ﬁe 7, la forma
pit “pura" di curva a campana del primo tipo.

Curve pitt 0 meno a campana del primo tipo, cioé densita, (della Microbi-
ologia) sono in questo link->.

Curve pitt 0 meno a campana del secondo tipo, cioé evoluzioni di una quantita
nel tempo, sono in questa figura.(9)

9Immagine di pubblico dominio tratta da Wikimedia Commons.


http://science.sciencemag.org/content/345/6200/1048
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Altre, relative ad epidemie di influenza, sono queste(97)

Un’altra, (della Microbiologia) ¢ in questo 1ink-> e un altro (della Farmacoci-

netica) in questo link-> e un altro a pagina 44 di questo 1ink->.

Leggiamo nel Fedone, XXXIX (IV secolo a.C.), di Platone, citato in Wikipedia,
I’enciclopedia libera, alla voce Variabile casuale:

Credi forse che sia tanto facile trovare un uomo o un cane o un altro
essere qualunque molto grande o molto piccolo o, che so io, uno molto
veloce o molto lento o molto brutto o molto bello o tutto bianco o tutto
nero? Non ti sei mai accorto che in tutte le cose gli estremi sono rari
mentre gli aspetti intermedi sono frequenti, anzi numerosi?

Nota. Naturalmente nelle Scienze Applicate ricorrono anche grafici
ben lontani dall’avere una forma a campana, pur cosi ubiqua. Gia
abbiamo visto sigmoidi e sinusoidi... Ma la realta sensibile & ancora
pill ricca, per esempio si veda il grafico a questo LINK->,

9Tratte da Mid-season real-time estimates of seasonal influenza vaccine effectiveness in
persons 65 years and older in register-based surveillance, Stockholm County, Sweden, and
Finland, January 2017. Euro Surveill. 2017 Feb 23;22(8). pii: 30469. doi: 10.2807/1560-
7917.ES.2017.22.8.30469. By Hergens MP et al. https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/
articles/PMC5356437/. “This is an open-access article distributed under the terms of
the Creative Commons Attribution (CC BY 4.0) Licence. You may share and adapt the
material, but must give appropriate credit to the source, provide a link to the licence, and
indicate if changes were made." LINK->


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c0/Bacterial_growth_en.svg
https://sepia2.unil.ch/pharmacology/index.php?id=66
https://www.slideshare.net/bharathpharmacist/pharmacokinetic-models
https://it.wikipedia.org/wiki/Spettroscopia_dielettrica
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5356437/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5356437/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Le Compresse di Matematica 403

ESERCIZI SULLA LEZIONE 20

20.5.1 Esercizio risolto a — Bar chart

“w
Consideriamo il modello di un fenomeno, e per fissare le idee di-

ciamo che & un’epidemia. (Anche se quello che considereremo non
¢ il miglior modello proprio per le epidemie). Il numero di morti
dell”epidemia sia modellizzato da

xn:[22?2J n=12;..

essendo n il numero di giorni dall’inizio ed indicando il simbolo |... |
la parte intera (quella che “toglie i decimali" ai numeri positivi, per
esempio [3.14| = 3). Fare un istogramma a barre fino all’ultimo
giorno con morti (o per meglio dire fino al giorno precedente del
primo giorno con 0 morti).

SVOLGIMENTO
Viene lo standard del punto decimale. (Nello svolgimento e gia nel
testo del quesito, in cui si trova il numero 3.14).

20-1-1

T =| 1 _=20

. 201..22-2_ a0

. 202333 4
T4 = [1202 43 44J:[%J 13.33...] = 13
x5:[1.220‘35-45.5J [IOOJ 14.16...] = 4

20:6-6
x62l1.2.3.4.5.6J 1
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20-7-7 1140
1-2-3-4-5-6-7J B l720
e abbiamo raggiunto lo 0 previsto. Il numero di morti x,, calcolato
dal modello poi non si risolleva da 0 com’e dimostrabile con passaggi
facili pero laboriosi, ma questa osservazione non ci serve percheé nel
testo e detto di fermarsi al giorno precedente del primo giorno con
0 morti, che ¢ il giorno numero 7, come abbiamo trovato. Allora
I’epidemia dura 6 giorni, e possiamo produrre I'istogramma a barre.

v7=| |=1019..]=0

(Che molto meglio sara rappresentare con le aste disposte vertical-
mente).
Nota. Ecco una soluzione online su WolframAlpha:

LINK -> (con listruzione DiscretePlot)
Rispetto a quello dato nella risoluzione dell’esercizio, questo risul-
tato di WolframAlpha

— ha il pregio della precisione

— ha il pregio delle barre disposte verticalmente

— ha il difetto che non scrive sulle barre i 6 valori effettivi.
Ecco un’atra soluzione online su WolframAlpha:

LINK -> (con le istruzioni BarChart e Table)
Rispetto a quello dato nella risoluzione dell’esercizio, questo risul-
tato di WolframAlpha

— di nuovo, ha il pregio della precisione

— di nuovo, ha il pregio delle barre disposte verticalmente

— ha il pregio che le barre hanno forma di rettangoli e non seg-
menti


https://www.wolframalpha.com/input?i=DiscretePlot%5BFloor%5B20n%5E2%2Fn%21%5D%2C%7Bn%2C1%2C6%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input?i=BarChart%5BTable%5BFloor%5B20n%5E2%2Fn%21%5D%2C%7Bn%2C1%2C6%7D%5D%5D
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— di nuovo, ha il difetto che non scrive sulle barre i 6 valori
effettivi

— ha il difetto che é piuttosto complessa da trovare, richiedendo
'istruzione Table

20.5.2 Esercizio risolto b — Istogramma

Leois Ldisegno]
In relazione all’elemento sodio (Na), definite le cellule
ipo-sodiche: con contenuto di sodio fra 0 e < 1000 unita
normo-sodiche: con contenuto di sodio fra 1000 e < 10 000 unita
iper-sodiche: con contenuto di sodio fra 10000 e < 20000 unita
(unita che non specifichiamo, essendo ininfluente) un macchinario
esamina 52000 cellule (tutti numeri arrotondati per semplicita)
trovandovi
6 000 ipo-sodiche, 36 000 normo-sodiche, 10000 iper-sodiche.
Rappresentare la situazione con un istogramma. (Non & il bar
chart).

SVOLGIMENTO
Nell'istogramma — che purtroppo alcuni Autori scambiano col bar
chart ma qua veniamo avvertiti della differenza — le grandezze
sono proporzionali alle aree dei rettangoli (invece nei bar chart alle
lunghezze delle aste, eventualmente strisce rettangolari).
Avremo quindi 3 rettangoli, con basi che si estendono su un asse
orizzontale

da 0 a 1000 lunga 1000

da 1000 a 10000 lunga 9 000

da 10000 a 20000 lunga 10 000.
(Non vi ¢ alcuna questione problematica fra valori compresi o es-
clusi).
Le altezze le otteniamo dividendo le aree

6000, 36 000, 10000 (o numeri ad essi rispettivamente proporzion-
ali)
per le lunghezze delle basi corrispondenti, ottenendo:
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6 unita
4 unita
1 unita

A. Soranzo

Come unita si puod prendere per esempio 1 centimetro, o su carta a

quadretti 1 o 2 o 3 quadretti, o anche altre unita.
Ecco l'istogramma, coi 3 rettangoli ed una legenda:

R
Ao~ A=ipo-sodiche, 6000
ABBBBBBBBB------ B=normo-sodiche, 36 000
ABBBBBBBBB------ C=iper-sodiche, 10000
ABBBBBBBBB------

ABBBBBBBBBCCCCCCCCCCC
8 RS P !

0 1000 10000 20000
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21 Quartili e box-plot

Vogliamo riassumere molti numeri in un
modo piu ricco rispetto alla sola media
o mediana: aggiungeremo alla mediana
4 numerl, o, corrispondentemente, con
quel 5 numeri faremo 1 dlagramma.

21.1 Quartili e riassunto dei 5 numeri

Si abbia il dataset numerico x1, .., z, e losi riordini in modo cres-

cente: Y1y --3Yn  sono gli stessi numeri main ordine crescente-

Il valore intermedio,

o la media dei 2 intermedi se n ¢ pari,
sappiamo che ¢ la mediana,
che da adesso chiameremo anche secondo quartile,
e lo indicheremo con

qo.5 oppure

(12 oppure

450%-
Diviso cosi il dataset in 2 parti uguali,

la mediana della prima parte si chiama primo quartile,
e lo indicheremo con ¢;/4 oppure

qo.25 oppure

q25%
e la mediana della seconda parte si chiama terzo quartile,

e lo indicheremo con g3/, oppure

do.75 oppure

q75%-
Si ha poi il quartile di indice 0, che ¢ il minimo del dataset,

qo oppure
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40%

e quello di indice 1, che ¢ il massimo del dataset:
g1 oppure
q100%

Si hanno cosi 5 quartili. Ma purtroppo la loro definizione non é
perfettamente univoca nei vari testi e software(%8) e inoltre, di fatto,
spesso si trova denominato quartile 'insieme di valori fra 2 quartili
— come sopra definiti — e in questo senso, i quartili sono 4.

I 5 numeri detti, goy,...,q100%, Sono una statistica di sintesi (vettoriale(99))
che si chiama riassunto dei 5 numeri (o five number summary).

Due esempi tratti da Wikipedia, I'enciclopedia libera, riscritti:

per un dataset x1, ..., 19, riordinato in y1, ..., Y10,

i 5 numeri (quartili) sono nell’ordine, y1, ys, £5% ys, yio;

per un dataset x1,..., 211, riordinato in y1, ..., y11,
i 5 numeri (quartili) sono nell’ordine, y1, ys3, ys, Yo, Y11-

Applicazione: un valore é tanto o poco? Secondo Scimago, la rivista
scientifica Journal of Pharmacy and Pharmacology ha — in un determinato
momento — I’H index, che & un indicatore bibliometrico, di 107: é tanto o poco?
Se avessimo la lista di tutte le riviste scientifiche catalogate per Pharmacology
da Scimago, e ciascuna col suo H index, avremmo la risposta, salvo che sarebbe
scarsamente leggibile per eccesso di numeri. Un riassunto dei 5 numeri ci
permetterebbe di contestualizzare bene quel valore 107. Scimago fa una cosa
del genere, magari non esattamente con I’'H index (usa un suo indice interno, il
SCImago Journal Rank ovvero SJR indicator) ma la sostanza ¢ la stessa. Salvo
che chiama primo quartile quello piu alto, cioé dal terzo quartile (numero) al
quarto quartile (numero). Scopriamo cosi che la rivista considerata, per la
disciplina scientifica Pharmacology é solo nel terzo quartile nel 2018, non poi

98Leggiamo in questo link accademico: "Molti software hanno diversi algoritmi per calco-
lare i quantili."

99 Vettoriale perché produce una cinquina di numeri e non un solo numero. E solo una
questione definizionale.


https://en.wikipedia.org/wiki/Quantile#Examples
https://onlinelibrary.wiley.com/journal/20427158
https://it.wikipedia.org/wiki/Indicatori_bibliometrici
https://www.scimagojr.com/journalsearch.php?q=23102&tip=sid&clean=0
http://www.dima.unige.it/~rogantin/ls_stat/3_BREVE.pdf

Le Compresse di Matematica 409

cosi bene (e invece per la categoria Pharmaceutical Science ¢ nel secondo,
molto meglio). Invece la rivista British Journal of Pharmacology risulta nel
primo quartile, il migliore, dal 1999 al 2018.

21.2 Box-plot ovvero diagramma a scatola e baffi

I box-plot ovvero diagramma a scatola e baffi ¢ un diagramma
molto usato in ambito Biomedico per rappresentare tutti i quartili
di un dataset, ovvero il riassunto dei 5 numeri, e magari anche gli
outlier.

c Fingerprint of cONA Clones

virus
MERS
IMERS-CoV
wivi
iwivi

Length of Longest Fragment

Number of Fragments

Figure 27: Figura 2 ¢ in “Endonuclease fingerprint indicates a synthetic origin of
SARS-CoV-2", by Bruttel, Valentin and Washburne, Alex and VanDongen, Anto-
nius: in bioRxiv (2022), DOI 10.1101/2022.10.18.512756

Vediamo sulla rete alcuni esempi di pertinenza delle Scienze Mediche

e Farmaceutiche seguendo questo 1ink->, con immagini tratte da
PubMed.


https://bpspubs.onlinelibrary.wiley.com/journal/14765381
https://www.scimagojr.com/journalsearch.php?q=20084&tip=sid&clean=0
https://it.images.search.yahoo.com/search/images;_ylt=AwrJQ5uTKa9d4icAOFEbDQx.;_ylu=X3oDMTB0ZTgxN3Q0BGNvbG8DaXIyBHBvcwMxBHZ0aWQDBHNlYwNwaXZz?p=pubmed+box+plot+diabetes&fr2=piv-web&fr=yfp-t
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Precisiamo subito che di questa rappresentazione grafica

e csistono varianti, sulla lunghezza dei “baffi"(109)  ma non solo(101)
e considereremo (quasi) solo la versione piu semplice

e chi pubblica un box plot dovrebbe specificare(192) i dettagli su
come intenderlo.

Leggiamo su Wikipedia, I'enciclopedia libera, alla voce “Diagramma,
a scatola e baffi":

il diagramma a scatola e baffi (o diagramma degli estremi e
dei quartili o box and whiskers plot o box-plot). & una rapp-
resentazione grafica [...] Viene rappresentato (orientato oriz-
zontalmente o verticalmente) tramite un rettangolo diviso
in due parti, da cui escono due segmenti. Il rettangolo (la
“scatola") ¢ delimitato dal primo e dal terzo quartile, q;/4 e
q3/1, € diviso al suo interno dalla mediana, ;. I segmenti (i
“baffi") sono delimitati dal minimo e dal massimo dei valori.
In questo modo vengono rappresentati graficamente i quattro

intervalli ugualmente popolati delimitati dai quartili.

Esercizio, Si disegni il box-plot dei primi 10 numeri primi, e poi
dei primi 11.

Talvolta gli outlier vengono rappresentati isolati. Si faccia cosi per
: 11 1 . : 1
il dataset 1, 3, 5,..., 17, V/T: e poi senza 7"
Su Nature.com, un sito web scientifico di altissimo livello, troviamo
qui troviamo una descrizione dei box plot, in cui leggiamo

100Gi veda, per esempio questo link.

101Per esempio in questo link vediamo una crocetta: possiamo ragionevolmente ipotizzare
che rappresenti un decesso.

102Per esempio in questo link leggiamo “the whiskers show the smallest and highest value
within 1.5 box lengths from the box", che ¢ una variante comune.


https://www.nature.com/articles/nmeth.2813
http://www.physics.csbsju.edu/stats/box2.html
http://www.medsci.org/ms/getimage.php?name=ijmsv09p0772g02.jpg
http://erj.ersjournals.com/content/42/2/444.figures-only
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The core element that gives the box plot its name is a box
whose length is the IQR and whose width is arbitrary (...) A
line inside the box shows the median, which is not necessarily
central. The plot may be oriented vertically or horizontally
(...) Whiskers are conventionally extended to the most ex-
treme data point that is no more than 1.5 x IQR from the
edge of the box (Tukey style) or all the way to minimum
and maximum of the data values (Spear style). (...) The 1.5
multiplier corresponds to approximately (...) 99.3% coverage
of the data for a normal distribution. Outliers beyond the
whiskers may be individually plotted.

L'IQR sopradetto, interquartile range, che € qy75 — qo.25, 1la vedremo
meglio in seguito; e la normal distribution, distribuzione normale,
¢ la piu tipica distribuzione delle Scienze Biomediche, e la vedremo
in seguito, ma anticipiamo che la sua densita ¢ la gia introdotta
campana gaussiana.

Applicazione. Abbiamo 1000 soggetti ciascuno con 1 valore fisiologico —
glicemia, peso, qualunque cosa — su cui vogliamo intervenire, e gli diamo un
farmaco. Diciamo, la glicemia.
Una settimana abbiamo 1000 valori nuovi, o piuttosto, in generale — nella re-
alta concreta — un po’ meno (qualcuno pud essere morto, o irraggiungibile, o
non ne vuole pii sapere di noi), diciamo 980.
La media dei valori iniziali e la media dei valori iniziali, certo sono un’indicazione
importante.
Per fissare le idee supponiamo che il parametro si voleva diminuirlo.
Supponiamo che la media sia diminuita: bene!
Gli altri 4 numeri ci indicheranno piu chiaramente come si ¢ evoluta la situ-
azione. (Del solo parametro controllato, ovvio, e questo é un problema generale
della Medicina e della Farmacologia: cosa stiamo misurando? La glicemia, la
mortalita, il benessere, i soldi... possono variare indipendentemente).
Per esempio potremmo avere una situazione iniziale i questo tipo
.............. 10000000 00000000 -----
e una finale di questo primo tipo o quest’altro tipo:
.............. 1000000!0000000! ---
———————————— 100000000! 00000000000 - - =---
con media ridotta e valori addensati nel primo caso

oppure
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con media ridotta ma valori diradati nel secondo caso.

Non faremo qua Medicina, ma € ovvio che la seconda pud essere pericolosa,
nonostante il miglioramento della media.

Si noti — e questo ¢ un problema generale — che molta parte di verita puo
sfuggirci nascosta nei soggetti che non abbiamo potuto misurare la seconda
volta. Si potrebbe dire: bene, nel primo diagramma rappresentiamo solo i
soggetti di cui abbiamo anche la seconda misurazione. Si, ma il problema
resta, perché la mancanza della seconda misurazione potrebbe essere causata
in tutto o in parte proprio dal farmaco: morte, irreperibilita per cure all’estero,

grave delusione del soggetto. (In parte, ¢ il problema dei morti per altra causa).

Una nota finale nella pagina successiva.
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21.3 I dati? Quali dati?

In Italia si usa raccogliere pochi dati, e parecchi di quei pochi
nasconderli — per poi decidere su impressioni, ideologicamente.

Scrive il direttore Marco Cattaneo in un editoriale (settembre 2023)
di Le Scienze (edizione italiana di Scientific American):

era nata la campagna #DatiBeneComune, «per chiedere al Gov-
erno italiano di pubblicare in maniera aperta i dati sulla gestione
della pandemia di COVID-19». Oggi la campagna, che ha super-
ato 1 60.000 firmatari, si rivolge ancora alle istituzioni per disporre
di dati trasparenti sui principali temi di interesse dei cittadini, a
partire dal Piano nazionale di ripresa e resilienza (PNRR).

Laati sempre 1 lt1, croce diquesto paese.

Non dico che si debba avere ’attenzione spasmodica per i numeri
degli Stati Uniti, dove ¢’¢ una maniacale ossessione per le statis-
tiche persino nel baseball. Ma i numeri, i dati trasparenti e con il
massimo grado di dettaglio possibile, dovrebbero essere lo spirito
guida delle decisioni pubbliche, soprattutto quando ci sono in gioco
investimenti importanti e strategie per il futuro.

(...) L’analisi delle fonti a disposizione, a livello nazionale,
mostra lacune che si sarebbe tentati di definire sconfortanti.

K Il prOblema, peraltro, non ¢ solo di mancanza del dato,

ma anche, nei casi in cui esiste, dl ulla flthSla ad 1“1—

1&801 are 1 dat 1 » , scrivono Faiella e Lavecchia. (Enfasi
aggiunta)

A

La “sconfortante” “ritrosia a rilasciare i dati” sulla mortalita e lo
stato vaccinale impedisce (2023) a tutt’oggi (!) a pit di 2 anni
dalle vaccinazioni di calcolare quanti giorni o mesi o anni di vita
hanno (sperabilmente) guadagnato con la vaccinazione coloro che
si sono vaccinati, rispetto ai no-vax — il che genera sospetti nei
malfidenti.
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ESERCIZI SULLA LEZIONE 21

Esercizio, Si disegni il box-plot del dataset

! 1<k<10

Ty = —— <k<
T—-k

rappresentando con un pallino l'outlier, escludendolo quindi dal cal-
colo del massimo.
Similmente poi con 1 <k < 11.

21.3.1 Esercizio risolto a — Media interquartile

023 ® Calcolare la media interquartile del dataset
54,071 117,512 19,097 2,345 282,012 0,112.0,023 0,016 2,150 630,013
2.848 3,410

SVOLGIMENTO
Viene usato lo standard della virgola decimale. Questo si vede dal
numero 0,112 e altri. (Allora il punto in 2.848 ¢ separatore delle
migliaia, e questo della.virgola decimale e del punto separatore delle
migliaia ¢ esattamente lo standard imposto in Farmacia dal Minis-
tero della Salute italiano).

Il dataset ordinato in modo crescente, e scritto senza separatore
delle migliaia, ¢

0,016 0,023 0,112 2,150 2,345 3,410 19,097 54,071 117,512 282,012
630,013 2848 Esso ha n =12 cioé 4 - 3 elementi

ed eliminando il primo e ultimo “quartile" da
2,150 2,345 3,410 19,097 54,071 117,512

e la media aritmetica dei soprastanti 6 numeri

1
< (2,150 + 2,345+ 3,410 + 19,097 + 54,071 + 117,512) =
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198,585
— —6 ~
¢ la media interquartile cercata:

~ 33,0975

~ 33,1

Nota 1. Salvo l'ordine il dataset & stato ottenuto da una vari-
abile aleatoria log-normale di parametri p =1 e o2 = 25, che non
sono assolutamente media e varianza della variabile aleatoria. Pre-
cisamente sono stati tratti gli esponenziali dei valori della variabile

O con minor precisione

aleatoria normale usata nell’esercizio 5: gli esponenziali dei valori di
una variabile aleatoria normale sono distribuiti log-normalmente.
Ecco un diagramma cartesiano in scala logaritmica dei 12 valori
(ma 2 sono quasi sovrapposti). Sinoti I'uguaglianza, salvo i numeri
scritti all’asse delle ascisse, col diagramma dell’esercizo 53.6.1, che
non ¢ in scala logaritmica.

L2 L @0+ 000 0 0 ¢

O‘.l 1 10
Il pallino pitt a destra corrisponde al 2848, il massimo del dataset,
Altro indice importante ¢ in https://it . wikipedia.org/wiki/
Coefficiente_di_Gini


https://it.wikipedia.org/wiki/Coefficiente_di_Gini
https://it.wikipedia.org/wiki/Coefficiente_di_Gini
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22 Variabilita, covarianza e correlazione

22.1 Indici di dispersione ovvero variabilita

[...] seconno le statistiche d’adesso
risurta che te tocca un pollo all’anno:
e, se nun entra nelle spese tue,
t’entra ne la statistica lo stesso
perché c¢’eé un antro che ne magna due. |Trilussal

Gli indici dispersione ovvero variabilita cercano di quan-
tificare con 1 numero la non omogeneita di dati numerici.

Sono statistiche di sintesi f(x1,...,2,) da R" in R, con n a pri-
ori indeterminato, proprio come le varie medie, viste in precedenza.
E ovvio che dataset diversi possono avere diversi gradi di “disomo-
geneitd", che vogliamo quantificare, anche se hanno la stessa media
e/o mediana. Per esempio i 2 dataset, qua gia ordinati,

2,4,6,8,10,12,14  5,6,7,8,9,10,11

hanno uguale media, e perfino mediana, sempre 8, ma ¢ chiaro che i
valori del secondo dataset variano meno, ovvero sono pitl addensati
intorno alla media. Si pensi a dei redditi per esempio.

Campo di variazione, o range.
range(xy, ..., T, ) == max(xy,...,x,) —min(xy, ..., z,) .
Che vale 12 e rispettivamente 6 nei 2 dataset considerati.

Il range ¢ molto sensibile agli eventuali outlier.

Il range come sopra definito ¢ un numero, ma altri Autori chia-
mano range 'intervallo [min, max].

Differenza interquartile. Ben poco sensibile agli outlier:

iqr(xy, ..., 1,) = 43/4 — q1/4 -
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Varianza, deviazione standard, coefficiente di variazione.
Detta T la media aritmetica del dataset x1, ..., x,, si definiscono

12
population variance O—g( = Va’l“(l'l, S xn) = E Z(xk - j)2 (67)
k=1

population standard deviation

ox =sd(xy,...,T,) = \/Var(xl, ey L) (68)

) \/ S (g - 7)?2
ovvero — n

coef ficiente di variazione ovvero deviazione standard relativa

ox

sex+0: oy =cv(Ty,.5x,) = — (69)

e dell’ultima si puo avere la forma percentuale moltiplicando per
100%, ottenendo la deviazione standard percentuale.
Alcuni Autori dividono per |Z|-invece che Z.

Esempio. Sul portale web di Our World in Data, generalmente af-
fidabile (in particolare per aggiornamenti statistici sulla pandemia

del covid) e consigliato al lettore, leggiamo(193)

As an aggregate of the regions with available data — Europe, North
America, Australia, and East Asia — they found the mean male
height to be 178.4 centimeters (cm) in the most recent cohort (born
between 1980 and 1994). The standard deviation was 7.59 cm. (...)
Women were smaller on average, with a mean height of 164.7 cm,
and standard deviation of 7.07 cm.

e la maggior variabilita dell’altezza maschile (7.59 vs 7.07) si riv-
ela solo apparente perchée dividendo per le altezze medie si ottiene,
salvo decimali, lo stesso coefficiente di variazione del 4.3%.

(E lo scrivente si permette di ritenere che la piccola differenza sarebbe stata ancora
pit piccola se tutti i calcoli fossero stati fatti usando i logaritmi delle altezze — ovvia-
mente privati delle unita di misura — arrivando a qualcosa di forse meno intelligibile
ma pit intrinseco della cosa).

Si trova scritto sia o che sd che SD; e sia o che cv che CV.

103https://ourworldindata.org/human-height. Letto il 15 dicembre 2022.
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Questi indici sono tutti sensibili agli outlier.
La varianza ha un’unita di misura diversa da quella del dataset.

La deviazione standard, di gran lunga preferita nelle Scienze Ap-
plicate alla Varianza che invece si preferisce in Matematica, ha la
stessa unita di misura del dataset, per esempio litri invece che...
litri quadrati.

Si noti il fattore % nella varianza, e allora poi negli altri indici da essa dipen-

denti. Certi testi e software danno % La questione sara approfondita in

Statistica Inferenziale, ma anticipiamo la questione, peraltro numericamente
poco influente per n grande:

If the values instead were a random sample drawn from some large
parent population (for example, they were 8 marks randomly and
independently chosen from a class of 2 million), then one often
divides by 7 (which is n—1) instead of 8 (which is n) in the denom-
inator of the last formula. In that case the result of the original
formula would be called the sample standard deviation. Dividing
by n — 1 rather than by n gives an unbiased estimate of the vari-
ance of the larger parent population. This is known as Bessel’s
correction.(104)

Nota. Grande varianza ovvero deviazione
standard: valori dispersi.

Piccola varianza ovvero deviazione stan-
dard: valori addensati presso la media.
La deviazione standard puo essere considerata piccola
oppure grande relazionandola alla media.

Per la varianza, esistono varianze pit piccole (valori pitt addensati)
o pit grandi di altre (valori pit dispersi) ma non ha molto senso
considerare grande o piccola una singola varianza. Similmente la
deviazione standard.

Esempio 1.

104da Wikipedia (in inglese), I'enciclopedia libera, alla voce Standard deviation, in https:
//en.wikipedia.org/wiki/Standard_deviation, il 24 ottobre 2019


https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_deviation
https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_deviation
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the average height for adult men in the United States is about 70
inches (177.8 cm), with a standard deviation of around 3 inches
(7.62 cm).(105)

Esempio 2. In un articolo scientifico(!°) hanno confrontato, mediante le
deviazioni standard, la variabilita dell’ora dell’andare a dormire con 1’ora
dell’alzarsi in popolazioni di tipo primitivo, trovando maggior variabilita nel
primo orario:

The SD of sleep onset times exceeded the SD of sleep offset times

Il confronto fra due deviazioni standard di grandezze omogenee é ben sensato.

e Per i dataset visti in precedenza si calcolino i 5 indici sopradetti.

22.2 Covarianza; correlazione; retta di regressione

Dati 2 dataset numerici di uguale numerosita
X L1y ey Ty Y: Y1, -3 Yn

si definisce la loro covarianza (ovvero covarianza di 2 n-uple di
nuUmMeri, OVVero covarianza osservata)

):: (ml _f)(yl _y_) + ... +(xn _f)(yn _g)

Cov(Ty, .oy Ty Y1y ey Yn -

dove Z e g sono le medie dei 2 dataset. Si trova denotata anche
anche ox y, oppure con cov(... minuscolo. Si definisce anche I"indice
di correlazione di [Bravais-[Pearson, o indice di correlazione lineare
(e al posto della parola indice altri scrivono coefficiente)

Cov(T1y ey T YLy ooy Yn ) _ oxy
VVar(zy, ... x,)Var(y, ..., yn) OX0y

105da Wikipedia (in inglese), Ienciclopedia libera, alla voce Standard deviation, in https:
//en.wikipedia.org/wiki/Standard_deviation, il 24 ottobre 2019

106«Natural sleep and its seasonal variations in three pre-industrial societies",
by Yetish G, Kaplan H, Gurven M, Wood B, Pontzer H, Manger PR, Wil-
son C, McGregor R, Siegel JMS. Curr Biol. 2015 Nov 2;25(21):2862-2868.
doi:https://it.overleaf.com /project/6179b2b3c248087503¢542f9  10.1016/j.cub.2015.09.046.
Epub 2015 Oct 17.

PXY =
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e questo da un’idea di come varino le y; relativamente alle z;: un
indice prossimo a 1 suggerisce che al crescere delle x; crescano lin-
earmente le y;, un indice prossimo a -1 suggerisce che al crescere
delle z; decrescano linearmente le y;, e un indice prossimo a 0 indica
la non presenza di tali relazioni approssimate. In ogni caso

-1<pxy<1.

Coi dataset X : 2, 7,4, 3, eY : 3, -1, 0, 2 si calcoli I'indice di
correlazione, e si rappresentino sul piano cartesiano i punti (x;, ;).
In un senso non banale, una retta y = mx + ¢ si avvicina meglio ai
punti se ha coefficienti

oxXy _ _ . gy
m = — q:=%y—-mx equivalentemente: m:= —pxy
o 0x

e in questo caso si chiama retta di regressione (dietro, vi & il metodo
dei minimi quadrati, che non approfondiamo).

Per esempio per i punti (2,1), (1,3), (3,-1), ovvero per i dataset
X:21,3¢eY:13,-1, si trova y = -2z + 5, che passa esatta-
mente per i punti. € r = 2,y = 1, UE( = %, oxy = —%. E con
Yo = 3.14159265 si trova. y ~ —2.07x + 5.19. Si facciano i disegni.

Il coefficiente di correlazione e la retta di regres-
sione sono fra i pill usati strumenti matematici
delle Scienze Biomediche. Si segua questo LINK->

E la retta che in assoluto meglio riassume uno scatterplot?
No, tant’e vero che facendo la retta di regressione y = m x+¢ si trova
in generale una retta diversa dalla retta di regressione x = m/y+¢/,
eppure lo scatteroplot ¢ lo stesso. Bisogna fissare la variabile che
riteniamo indipendente, quella in questo paragrafo denotata con z.
La questione ¢ sottile e non la approfondiamo.

22.3 L’inimicizia fra progresso e variabilita

Nominate la variabilita a un Ingegnere, in pratica colui che pro-
getta quasi tutte le cose materiali che vedete intorno a voi, e gli


https://www.google.com/search?q=%22regression+line%22&tbm=isch&ved=2ahUKEwiQ5JDnx677AhUJrqQKHdILDmsQ2-cCegQIABAA&oq=%22regression+line%22&gs_lcp=CgNpbWcQAzIFCAAQgAQyBAgAEB4yBAgAEB4yBAgAEB4yBAgAEB4yBAgAEB4yBAgAEB4yBAgAEB4yBAgAEB4yBAgAEB46BAgjECc6BAgAEENQzQdY8TZgsjpoAnAAeACAAVqIAcYFkgEBOZgBAKABAaoBC2d3cy13aXotaW1nwAEB&sclient=img&ei=uqtyY5CfNYnckgXSl7jYBg&bih=729&biw=892&rlz=1C5CHFA_enIT977IT977
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si drizzeranno i capelli in testa: per I'Ingegneria la riduzione della
varianza nei processi produttivi é obiettivo prioritario.

Se guardate i flaconi di vetro in un museo di antichitd romane,
vedete che sono alquanto variabili nella forma: sono fatti a mano
uno per uno, di vetro soffiato. Se una farmacia ne comprava una
certa quantita per mettervi un certo farmaco, erano tutti diversi.
Se guardate in una farmacia odierna i flaconi di un qualunque
prodotto, sono tutti uguali, o, per meglio dire, la variabilita — che
a livello molecolare comunque esistera — € ridottissima.

Questo sopradetto é un fatto generalissimo del progresso.

Tutti gli oggetti di uso tecnico e/o scientifico, dai flaconi alle auto-
mobili, sono prodotti con una variabilita piceolissima, e la sostanziale
inesistenza di variabilita — comunque esistente a un livello micro-
scopico — € uno dei principali indicatori della bonta di un processo
pI‘OdUttiVO. Ancora all’inizio del 900 auto e aerei erano costruiti uno per una.
Potete accettare che i le clementine e i limoni, prodotti nei campi,
abbiano una certa variabilita nelle dimensioni, ma non certo

le bottiglie d’acqua minerale

le siringhe

i flaconi di un certo farmaco

le compresse o capsule di un certo farmaco

i chip dei computer, eccetera eccetera.
E comunque anche per i limoni, e gli altri prodotti agricoli, col tempo i vari standard
legislativi sono sempre pitl restrittivi riguardo la variabilita: i limoni di size code 7,
i piu piccoli, devono avere diametro fra 45 e 52 mm, e comunque anche senza quel
codice non si possono vendere come limoni dei limoni di diametro minore di 45 mm.
(Non stiamo qua negando che siano limoni ma non potete venderli come limoni; ve

li accetteranno forse come materiale per compost). LINK ->

E in atto un secolare processo che tende a ridurre sempre pii la
variabilita degli oggetti prodotti in una determinata serie.

[casticamente:


https://eur-lex.europa.eu/legal-content/EN/TXT/?uri=CELEX%3A02011R0543-20221024
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il progresso odia la variabilita

L’uniformita ovvero bassissima variabilita, misurata su qualche parametro
(per esempio il diametro dei limoni) consente

— risparmio economico

— risparmio di tempo

In campo farmaceutico, il danno della variabilita ¢ evidente nella
necessita di avere dosaggi garantiti uniformi in ogni flacone, in ogni
capsula, in ogni compressa, eccetera. E ovvio.

Fra 2 compresse di aspirina di una stessa marca c’é da aspettarsi
una variabilita infinitesimale.

PublfQed

Advanced

Save Email

> Vaccine. 2021 Oct 29;39(45):6565-6569. doi: 10.1016/j.vaccine.2021.09.065. Epub 2021 Oct 6.

All vials are not the same: Potential role of vaccine
quality in vaccine adverse reactions

Figure 28: Anche il farmaco pitt miracoloso che I’'Uomo avesse mai prodotto
potrebbe talvolta fare male se — per ipotesi assurda — il prodotto che arriva
all'utenza non ¢é esattamente uguale a quello previsto.
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23 Note finali sulla Statistica Descrittiva

Ad un livello basico, nella Statistica Descrittiva si vuole rias-
sumere molti valori (dataset) con 1 valore o pochi valori,
e/o con un diagramma.

Quest’opera di sintesi non é banale.

Viene fatta per comprendere i dati, divulgarli, confrontarli. Al-
cuni lo fanno perfino per presentarli manipolativamente; allora noi
dovremo attrezzarci conoscitivamente per non essere tratti in in-
ganno.

Questo ¢ centrale in Farmacia. Basta ridefinire 1 soglia, e qualche
miliardata di persone da sane potrebbero trovarsi riclassificate come
malate, verosimilmente bisognose di farmaci.

Leggiamo su un articolo(!97) del British Medical Journal:

There’s a lot of money to be made from telling healthy
people they're sick. Some forms of medicalising ordinary
life may now he better described as disease mongering:
widening the boundaries of treatable illness in order to
expand markets for those who sell and deliver treatments.
Pharmaceutical companies are actively involved in spon-
soring the definition of diseases and promoting them to
both prescribers and consumers. The social construction
of illness is being replaced by the corporate construction
of disease.

23.1 Bugie, bugie cattive, e statistica

Da pit di un secolo si dice “lies, damned lies, and statistics". Ai
numeri si puo far dire quel che si vuole o quasi.

197Moynihan R, Heath I, Henry D. Selling sickness: the pharmaceutical industry and
disease mongering. BMJ. 2002 Apr 13;324(7342):886-91. doi: 10.1136/bmj.324.7342.886.
PMID: 11950740; PMCID: PMC1122833.
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Attenzione!
PARTE I - DATI VERI

23.2 La scelta dei parametri. Cosa misurare?

In questa trattazione elementare siamo sempre partiti da dati nu-
merici, ma a monte c’é il problema di quali numeri considerare in

una data situazione.

Se consideriamo un quadrato di lato 2 ovvero area 4, e 2 quadrati
di lato 5 ovvero area 25, e volessimo rappresentare un “quadrato
medio", facendo la media dei lati abbiamo 4 (con area 16), invece
facendo la media delle aree abbiamo 18 (con lato 3v/2 ~ 4.24).

Qual ¢ il senso di quelle tabelle che mettono ai primi posti il peper-
oncino per contenuto di vitamina C? Il peperoncino si mangia, even-
tualmente, a grammi, mica a etti come certa frutta, che, certo, con-
tiene meno vitamina C-all’etto, ma ne contiene di piu per porzione
(ragionevole, per quanto cid possa significare). La scelta di un di-
verso parametro cambia completamente I'impostazione della ques-
tione.

“I1 Molise ultimo per decessi covid"

si ne aveva solo 31, ad una certa data, meno di ogni altra regione,
ma ha anche pochi abitanti. Considerando i decessi per 100mila abi-
tanti ne aveva 10, piu della Basilicata che ne aveva 8, pur avendo
un numero maggiore di decessi. Non ¢ pit ultimo.

Se leggiamo

La regione X prima per tumori
potremmo farci I'idea che la regione X sia pitl inquinata, o meno assistita med-
icalmente, magari peggio governata da quel noto partito che ha la maggioranza
nella regione X — associazioni d’idee che magari sono il motivo reale per cui &
stato pubblicato quell’articolo sui media — ma il contenuto informativo di quel
titolo € seminullo, e quelle argomentazioni che ci sorgono istintivamente sono
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praticamente insensate. Potrebbe ben essere che nella regione X i tumori siano
10 volte meno probabili per ogni singolo residente che nella regione Y, ma la
regione X ha pitt del decuplo di abitanti della regione Y, per cui « numero
assoluto di casi della regione X sopravanza quello della regione Y, molto piu
inquinata e meno assistita medicalmente.
Nella situazione considerata, altrettanto legittimo sarebbe stato il titolo
La regione Y prima per tumori

e in un caso numerico estremo potrebbe essere vero addirittura

Nella regione X la minima incidenza di tumori

(Per una disamina del termine incidenza: ->Link).
Anche qua la scelta di un diverso parametro cambia completamente 'impostazione
della questione.

Numero assoluto dei morti: non dice nulla su inquinamento,
malasanita...

Tasso di mortalita: serio indizio, su varie possibilita.

Il numero assoluto, spesso espresso da cifre ad alto impatto emotivo
(“milioni di tumori"), da un punto di vista medico e farmaceutico ci
dice meno della frequenza relativa, che in generale si potra misurare
in casi per 1000 residenti, o per 100000, o per milione. (Per evitare
scritture come 0.000077, scarsamente leggibili: molto pit chiaro,
come nell’esempio del link sopra riportato, 7.7 casi per 100 000).
Si noti che la frequenza relativa corrisponde alla probabilia, per
1 singolo residente preso a caso. Per esempio 50 casi ogni 1000
abitanti da una probabilita di %. Si tratta della concezione fre-
quentista della probabilita.

La frequenza assoluta ha una diversa importanza: corrisponde alla
dimenstone economica complessiva della questione: € ovvio che se in
un certo luogo ci sono piu casi di una malattia usualmente trattata

con un certo farmaco, la ¢’é¢ un maggior mercato per quel farmaco.

In ambito medico e farmaceutico. Ragionando con la log-
ica comune — shagliata — trovare una riduzione nelle aritmie che
causano morte é un buon risultato per un farmaco, e si verifica ab-
bastanza facilmente; verificare la sopravvivenza a lungo termine é
molto pitt oneroso (e in passato ha dato risultati opposti).


https://it.wikipedia.org/wiki/Incidenza_(epidemiologia)
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La sopravvivenza a 5 anni dalla diagnosi di cancro ¢ un indice di al-
tissimo valore ma richiede molto tempo e denaro; la riduzione della
massa tumorale in un breve tempo si verifica prima.

Cosa misuriamo € un serio problema generale della Medici-
na e della Farmacologia.

Vogliamo massa tumorale ridotta? A 2 mesi o a 6 mesi o a 1 anno
dall’inizio del trattamento, o quando? O vogliamo diminuita mor-
talita, ma, di nuovo, quando misurata? O vogliamo aumentata so-
pravvivenza complessiva? Oppure aumentata progression-free sur-
viwal? O migliore response rate, tasso di risposta del tumore alla
terapia valutato misurando qualche btomarker? O diminuita spesa?
(Che anche quello conta). O migliorata qualita della vita? (Sotto-
problema: misurata come?) O un po’ tutto, con una media pesata
con coefficienti da decidere? In ognuno di quei casi si otterranno
risultati in generale diversi.

Leggiamo sul Journal of Clinical Oncology(108)

produce results that are clinically meaningful to patients
(ie, significantly improved survival, quality of life [QOL],
or both)

(La riduzione della massa tumorale, cosi tanto usata, appare per
certi versi la cosa che meno possa interessare il paziente).
Lo stesso discorso vale praticamente per ogni patologia.

Icasticamente:
L’operazione e riuscita ma il paziente ¢ morto

Leggiamo in un articolo scientifico:(109)

108 Apperican Society of Clinical Oncology Perspective: Raising the Bar for Clinical
Trials by Defining Clinically Meaningful Outcomes. By: Lee M. Ellis et al. DOI:
10.1200/JC0.2013.53.8009 Journal of Clinical Oncology 32, no. 12 (April 20, 2014) 1277-
1280.
109progression-Free Survival: Meaningful or Simply Measurable? By: Christopher M.
Booth, Elizabeth A. Eisenhauer. DOI: 10.1200/JC0.2011.38.7571 Journal of Clinical On-
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The last few years have seen an increase in the number of ran-
domized controlled trials (RCTs) of new agents in metastatic solid
tumors using progression-free survival (PFS) as the primary end
point. Some trials showing improvement in PFS, without a cor-
responding increase in overall survival (OS), have led to approval
of new drugs and/or changes in standard of care. This suggests a
growing belief in the oncology community that delaying progression
in metastatic disease is a worthy goal, even if OS is not improved.
But is a new treatment that improves PFS really an advance for
patients? Or is it only lowering the bar to declare active some of
our much-heralded new molecular targeted therapies?

23.3 Rispetto a quale standard fare le statistiche?

Una fonte di problematicita ¢ quale standard scegliere. Se per esem-
pio volessimo vedere se la carenza di una certa sostanza nel sangue é
statisticamente correlata ad una malattia, avremmo — oltre al prob-
lema della diagnosi della malattia nei soggetti, problema medico che
non considereremo — il problema, di quali soggetti considerare car-
enti e quali no, in base alle analisi chimiche del sangue: infatti ci
sono molti standard per-i vari livelli delle sostanze nel sangue, e in
generale per i parametri biomedici, come I’essere sovrappeso, e come
la mortalita infantile e 'aspettativa di vita alla nascita, standard
che variano nel tempo e nelle grandi entita scientifiche, sanitarie e/o
geopolitiche ragionevolmente considerabili: Ministero della Salute
italiano, Comunita Europea, OMS (Organizzazione Mondiale della
Sanita), ONU, USA (NIH, CDC...), la rivista scientifica The Lancet
e molte altre...

L’aspettativa di vita delle donne in Italia, e il ranking dell'Italia
per essa, sarebbe(110)
86.49 — 3" secondo 'ONU (luglio 2015), dati 2010-2015
85.6 secondo 'OECD (2016), che considera solo stati OECD
85.1 — 127-13” secondo The World Factbook (2017)

cology 30, no. 10 (April 01, 2012) 1030-1033. https://ascopubs.org/doi/full/10.1200/
JC0.2011.38.7571
10g8; veda Wikipedia, ’enciclopedia libera, alla voce List of countries by life expectancy.


https://www.thelancet.com/
https://www.cia.gov/library/publications/the-world-factbook/index.html
https://ascopubs.org/doi/full/10.1200/JCO.2011.38.7571
https://ascopubs.org/doi/full/10.1200/JCO.2011.38.7571
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_countries_by_life_expectancy
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84.8 — 7" secondo 'OMS (maggio 2016), dati 2015

83.90 — 7 secondo (un articolo di) The Lancet (2012).
Abbastanza variabilita per fare affermazioni molto diverse, pure au-
torevoli, specialmente usando il dato del ranking, molto fuorviante:

per esempio San Marino viene considerato solo nella lista del World
Factbook.

Gli standard variano nel tempo, e a seconda delle agenzie che li
fissano, pur autorevoli.

Esempio. Attualmente (giugno 2019) leggiamo su sito governativo statunitense a
proposito dell’anilina, in https://www.atsdr.cdc.gov/substances/toxsubstance.
asp?toxid=79

Cancer Classification: EPA: Probable human carcinogen. TARC: Not
classifiable as to carcinogenicity to humans. NTP: Not evaluated

(Si veda per esempio il Link ->).

Altro esempio: leggiamo( 111)

several factors influence the likelihood of progression from prediabetes
to Type 2 diabetes, including how we define prediabetes (there is no
internationally agreed-upon standard)

Varia nel tempo e nei luoghi cosa sia un farmaco...
...0 piuttosto una droga (come 'eroina, “venduta liberamente dalla
multinazionale farmaceutica Bayer dal 1899"(112) per varie patolo-
gie), o un cancerogeno(!3) (come la formaldeide: “Fino al momento

11 Online text in https://www.levelshealth.com/blog/how-to-reverse-prediabetes
read December 15, 2022.
112https ://it.wikipedia.org/wiki/Eroina:

L’intento era quello di ottenere una molecola piu efficace della codeina nel
sedare la tosse, la tubercolosi e le patologie respiratorie. (...) In breve tempo
I'impiego terapeutico si amplio alle piu disparate patologie pneumologiche, ma
anche neurologiche, ginecologiche, o a semplici dolori; si diffusero pertanto
svariate preparazioni farmaceutiche acquistabili liberamente, e questo fece si
che 'eroina divenisse velocemente uno dei farmaci pit venduti in assoluto.

W3https://it.wikipedia.org/wiki/Formaldeide:

L’Associazione Internazionale per la Ricerca sul Cancro (AIRC) sin dal 2004
ha inserito la formaldeide nell’elenco delle sostanze considerate con certezza


https://www.atsdr.cdc.gov/substances/toxsubstance.asp?toxid=79
https://www.atsdr.cdc.gov/substances/toxsubstance.asp?toxid=79
https://www.puntosicuro.it/sicurezza-C-80/sicurezza-alimentare-haccp-C-91/colorante-alimentare-cancerogeno-AR-7199/
https://www.levelshealth.com/blog/how-to-reverse-prediabetes
https://it.wikipedia.org/wiki/Eroina
https://it.wikipedia.org/wiki/Formaldeide
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in cui il prodotto é stato bandito, era uno degli ingredienti delle
pastiglie Formitrol per il mal di gola"(114)).

Ah... se avesse preso
in tempo il Formitrol!

Avrebbe evitato quel potente mal di gola che
non lo lascia quasi respirare.

Date in tempo il Formitrol ai vostri bambini,
se volete dilenderli dai malanni invernali.

L'uso anche prolungato del Formitrol non di
luogo ad alcun disturbo.

1l Formitrol piace ai bambin: per il suo gra-
devole sapore aromatico.

Formitrol

chiude la porta ai microbi

DR. A. WANDER S5.A. VIA MEUCCI 39 MILANO

Le conoscenze scientifiche variano nel tempo, e con esse i vari stan-
dard, seppure in parte contraddittori, e in uno stesso tempo e luogo
esistono opinioni mediche opposte.

cancerogene per la specie umana. (...) Dal 1° gennaio 2016, la formaldeide
& passata dalla classificazione di “sospettato di provocare il cancro" a “puo
provocare il cancro" (Regolamento (UE) N. 605/2014).

Nihttps://it.wikipedia.org/wiki/Formaldeide


https://it.wikipedia.org/wiki/Formaldeide
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Un orbitoclasto ¢ uno strumento chirurgico utilizzato per eseguire lobotomie transor-
bitali. Esso fu inventato dal dottor Walter Freeman nel 1948 come sostituto all’unica
forma di leucotomo allora utilizzato per gli interventi di tal genere. Lo strumento in
questione ¢ a forma di punteruolo rompighiaccio, con alcuni segni incisi sul manico
ed una struttura a cuneo sull’estremita esterna. L’operazione consiste nell’inserire lo
strumento dietro la palpebra del paziente, perforare il sottile strato osseo che é posto
inferiormente ad essa, e attraverso colpi di martello far penetrare lo strumento fino
al lobo frontale. L’orbitoclasto viene poi mosso in varie direzioni al fine di distaccare
i lobi frontali dal talamo. Nel 1948, Freeman perfeziono la procedura introducendo
un profondo taglio frontale ed un movimento ulteriore della punta nel lobo, al fine
di evitare - come succedeva occasionalmente in precedenza - che 'orbitoclasto si
rompesse nella testa del paziente, necessitando cosi una rimozione chirurgica. In
pit, Freeman riusci a commissionare la produzione di orbitoclasti di materiale pitu
resistente ed affidabile.

Poiché durante i primi interventi venivano usati veri e propri punteruoli da ghiaccio,
la procedura fu soprannominata "lobotomia con punteruolo da ghiaccio" ("ice pick

lobotomy"). Nel 1949 fu assegnato il Premio Nobel per la Medicina a Egas Moniz,
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"per la sua scoperta del valore terapeutico della lobotomia in alcune psicosi". (Da

Wikipedia, I'enciclopedia libera.

NOW.Scientific Evidence)”
on Effects-of Smoking!

MEDICAL SPECIALIST is making regular bi- -
A monthly examinations of & group of people First and Only Premium Quality
from various walks of life. 45 percent of this Cigarette in Both Regular and
group have smoked Chesterfield for an average
of over ten years.

After ten months, the medical specialist reports.
that be observed ...

7o odverse effects on the nose, throat and
sinuvres of the group from imoking Chesterfield.

MUCH MILDER

King-Size

—_——

——————

23.4 Col ranking facciamo ben figurare il Paraguay

Supponiamo che abbiamo questi dati, relativi a una cosa qualunque
che i lettori di un giornale percepiscono in generale come buona:

USA 3723

Canada 3518

Paraguay 18

India 16

eccetera
Oggi vogliamo dire bene del Paraguay, a beneficio di qualche po-
tentato, ovvero interesse geopolitico — il lettore acuto puo trovarne
uno — a cui il nostro giornale, per il quale scriviamo, risponde. Che
fare, con quel misero valore 187 Potremmo dire che

il Paraguay ¢ terzo dopo USA e Canada, davanti all'India.
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23.5 Illusioni percettive nella presentazione dei dati

In questo paragrafo usiamo sia lo standard del punto decimale che della virgola dec-

ime.

La dose giornaliera raccomandata di vitamina C ¢ stata portata
da 60 milligrammi a 90 milligrammi:

possiamo dire che adesso ¢ del 50% maggiore

possiamo che prima era del 33% minore.
Ovviamente col primo modo diamo I'impressione di una variazione
maggiore, almeno al lettore poco esperto di numeri.

L’epidemia di influenza del 2016/17 ha, fatto circa 25000 morti,
circa il 28% in meno della prima ondata. del covid-19 nel 2020 che
ha fatto circa 35000 morti, il 40% in pit...

In linea generale, 1 titoli faranno pit con-
seguenze dei testi sottostanti.

Se il partito dei Vispi Volpini un anno riceve lo 0,6% e I’anno dopo
lo 0,9% (& un partito piccolo...) la televisione dira che ¢ cresciuto
dello 0,3%, ma il Corriere dei Vispi Volpini dira che il loro elettorato
¢ aumentato del 50%, il che ¢ vero.

(Magari anche un telegiornale lo dira, chissa chi ¢ il direttore...)

N.d.A. Ricordo, decenni fa, un esempio di presentazione fuorviante
dei risultati elettorali del tipo “il partito A scende dal ...% al ... %, il
partito B prende il ...% contro il ...% della volta precedente" dove
nel profluvio di cifre e decimali 1’ascoltatore medio ricorda solo che
A scende e B prende, ma in effetti B scendeva piu di A...

Fare raffronti con dati collaterali puo permettere di titolare “au-
mento" un articolo che poi parla di un fenomeno in diminuzione,
ma moltissimi si limiteranno a leggere il titolo.
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In ambito medico, affermare che con diagnosi precoci si allunga la
speranza di vita dalla diagnosi puo essere molto fuorviante: “Una
volta il paziente viveva mediamente due anni dalla diagnosi, adesso
dodici anni"... ma facendo la diagnosi mediamente quanti anni
prima?

Attenzione alle fallacie della memoria: vi pare di ricordare che sec-
ondo I’Organizzazione Mondiale della Sanita ogni anno 12.6 milioni
di persone muoiono a causa dell'inquinamento, e adesso leggete che
ogni anno 4.2 milioni di persone lasciano questo mondo a causa
dell'inquinamento dell’aria? Basta rileggere con attenzione.

Attenzione soprattutto alle rappresentazioni grafiche.

Iniziare un diagramma a colonne o un grafico da un certo tempo
invece che da un tempo precedente pud permettere di fare affer-
mazioni completamente diverse, magari entrambe formalmente vere,
ma che genereranno emozioni e poi reazioni completamente diverse.
Grafici che sull’asse delle ordinate non iniziano da 0 possono dare
I'impressione di variazioni enormi, anche raddoppi o dimezzamenti,
a variazioni minuscole.

Diagrammi a torte tridimensionali in rappresentazione prospettica
possono far apparire piu grandi certi dati rispetto agli altri.

23.6 Di cosa parliamo?

Diamo solo un cenno di un argomento ciclopico. Ogni persona vive
immersa in un flusso di informazioni che gli arrivano, in base al
quale costruisce la sua percezione della realta, che lui crede vera.

Anche se tutte quelle informazioni fossero vere (per ipotesi assurda,
ovvio) I'immagine complessiva che I'individuo si forma ¢ in generale
(molto!) distorta: una diversa scelta di informazioni altrettanto
vere, da far arrivare coi media — dal livello piti basso fino agli arti-
coli scientifici — creerebbe in quella stessa persona un’immagine del


http://www.who.int/news-room/detail/15-03-2016-an-estimated-12-6-million-deaths-each-year-are-attributable-to-unhealthy-environments
https://www.who.int/airpollution/en/
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mondo completamente diversa, per molti versi quasi opposta.

Supponiamo qua in via ipotetica che sul pianeta Kepler-22 b, simi-
le alla Terra, il danno, in qualche modo misurato, delle sigarette si
disponga a campana gaussiana, con un’ampia zona mediana di un
danno medio per un grande generalita di fumatori. E che il danno
delle sigarette elettroniche si dispon